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L. SCHWARTZ. — Théorie des distributions à valeurs vectorielles (IT). 1 


Suite et fin de l’article paru dans le tome 7 des Annales de l’Institut 
Fourier. L’actuel chapitre II étudie les opérations faisant intervenir 2 distri- 
butions à valeurs vectorielles. D’abord on étudie diverses topologies sur un 
produit tensoriel L @ M; on note ces topologies par L @1M, où À est 
l’une des 5 lettres 1, y, 8, x, €. Soient alors L, M, U, V, 4 espaces vectoriels 
quasi-complets. 

Pour F&€L @, U, ne M®@.V, on peut définir « un produit croisé » 
Purée, n)e(L &x M) @: (U Gr V), dont on étudie systématiquement les 
propriétés. 

Plus généralement si 9, 4, , w, sont 4 des 5 lettres précédentes, on peut, 
dans certaines conditions, définir, pour £eL @: U, neM @, V, un produit 
croisé appartenant à (L @y M) @: (U @» V). 

Ce produit croisé peut être appliqué aux différents produits de 2 distri- 
butions à valeurs vectorielles. 

Soient E, F, G, 3 espaces de Banach, et soit B une application bilinéaire 
continue de E X F dans G. Soient d’autre part #, À, £, 3 espaces de distri- 
butions, et soit U une application bilinéaire hypocontinue (S-T)>SuT 
de HX % dans & (par exemple le produit scalaire S-T si A = 46’, £ = corps 
des scalaires; le produit multiplicatif si = 9’, À = Oy € = 9; le produit 
de convolution si 36 = ¥', K = O!,  =¥. Alors, si l’espace H est nucléaire, 
et sil’on a en outre quelques autres propriétés peu restrictives, on peut définir 


oa => - 
un produit croisé rs Us Fe4(G), pour FeH(E), TeH(F); ce produit a les 
propriétés d’hypocontinuité qu'on peut normalement en attendre. 


C. CHAMFY. — Fonctions méromorphes dans le cercle-unité et leurs 
séries de Taylor .......... Pane he EN MN ET à A SAS A ES, FAT 


Dans la première partie, on établit essentiellement qu’il existe des suites 
d’inégalités rationnelles sur les coefficients de Taylor d’une fonction holo- 
morphe à l’origine, constituant une condition nécessaire et suflisante pour 
que cette fonction soit méromorphe dans le cercle-unité, y ait un nombre 
donné de pôles, et soit bornée par un en module sur la circonférence-unité. 
La seconde partie traite des fonctions méromorphes dans le cercle-unité 
ayant un développement en série de Taylor au voisinage de l’origine à coeffi- 
cients entiers. On établit tout d’abord un théorème précisant le comportement 
au voisinage de la circonférence-unité de celles de ces fonctions qui ne sont 
pas des fractions rationnelles. Puis on étudie, en appliquant dans un certaine 
mesure les résultats de la première partie, celles qui ont deux pôles dans le 


cercle-unité. 
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R. E. EDWARDS. — La théorie du balayage de Cartan pour les sur- 
faces de Riemann hyperboliques ........................:...::.. 
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263 


L'auteur détaille l'extension de la méthode de balayage de Cartan à des 
potentiels de Green, sur une surface de Riemann hyperbolique. Une extension 
des méthodes de balayage de Frostman, de la Vallée-Poursin, lui permet 


de démontrer que l'énergie de toute mesure est positive, puis d'obtenir 
l'extension en vue. 


J. P. KAHANE. — Sur la totalité des suites d’exponentielles 
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273 


Cet article rectifie un énoncé erroné d’un article antérieur, et infirme 
une hypothése de M. Laurent Schwartz relative au «rayon de totalité » 
d’une suite d’exponentielles imaginaires. 


W. HAYMANN. — Sur l’interpolation par des fonctions bornées.... 277 


Soit D un domaine plan; y a-t-il des suites z, telles que toute suite bornée » 
puisse être interpolée en z, par une fonction f(z) régulière et bornée dans D? 
dans l’affirmative est-il vrai que toute suite z, qui tend assez rapidement 
vers la frontière de D possède cette propriété ? On répond affirmativement 
à ces deux questions dans le cas où D est le cercle unité. x 
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THEORIE DES DISTRIBUTIONS 
A VALEURS VECTORIELLES (*) 


par Laurent SCHWARTZ 


RESUME DU CHAPITRE II 


$ 1. Introduction. 


L'introduction pose le problème qui sera l’objet essentiel du chapitre. 
Si 36, K, & sont 3 espaces de distributions, et si U est une application bili- 
néaire: (S, T)>SuT, séparément continue de 436 X KH dans £ (produit 
scalaire, multiplication, convolution); si E, F, G, sont des espaces vectoriels 
topologiques, 6 une application bilinéaire séparément continue de E X F 
dans G, peut-on définir de façon naturelle une application bilinéaire: 


(S, T) Su he de #(E) x Ji(F) dans £(G), telle que 
SeurT? =(SuT)0(e,f), pour Sex, Tek, eeE, feF? 


Il s’agit là d’un problème délicat, auquel on ne peut donner de réponse affir- 
mative que moyennant des conditions assez restrictives, mais inévitables. 
On définit à la page 9 les applications bilinéaires S-6-hypocontinues, et 
les produits tensoriels topologiques qui leur sont associés. En particulier, 
on introduira constamment, sur les produits tensoriels, 5 topologies remar- 
quables, notées t, y, B, x, « (p. 12). Il y a lieu de leur associer la notion de 
À-parties d’un espace vectoriel, et de parties 6-r-décomposables d’un produit 
tensoriel quasi-complété (p. 15); la proposition 1 (p. 16) donne les exemples 
fondamentaux de parties o-t-décomposables, tandis que la proposition 1 bis 


(p.17) montre que ®.,, = Dz @: Dy. 


§ 2. Les théorémes de croisement. 


_ La proposition 2 (p. 18) donne le théorème fondamental de croisement, et 
application I’, de (L @; U) x (MeV) dans (L@,M) e (U ®, V). Ce théorème 
est la clef de tous les produits de distributions à valeurs vectorielles. Cepen- 
| dant son énoncé est «abstrait », et ne contient pas d’espaces de distributions; 


l'Institut Fourier, pp. 1-141. 


| 


, 
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| 
| (*) La première partie de ce mémoire a paru dans le tome VII des Annales de 
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d'autre part, il ne donnera que les produits « élémentaires », correspondant 
aux hypothèses les plus fortes, mais qui seront, en fait, les plus utiles. La 
démonstration de la proposition 2 est longue; elle va jusqu'à la page 32. 
Ensuite on étudie (p. 34) un croisement plus général (application De, 2: 4,0 et 
Ac: ,); en fait, on le déduit du précédent, et cette étude, d’ailleurs incom- 
plète, est d’un intérêt limité, au moins dans l’état actuel des choses. 

La proposition 3 (p. 37) donne l'application générale aux distributions, 
annoncée dans l'introduction : en prenant successivement pour U le produit 
scalaire, la multiplication, la convolution, on aura tous les produits désirés 
pour les distributions à valeurs vectorielles. 


$ 3. Produit « scalaire » de deux distributions 
à valeurs vectorielles. Étude élémentaire. 


Le produit «scalaire » de ¢ e D(E) et de Te D'(F) est celui qui, pour 9 = Je, 

= cs > > : : re 
T = Sf, est égal à (b+ S)e @ f; nous le considérerons comme élément de E @.F. La 
proposition 4 (p. 41) donne des conditions générales d’existence d’un produit 
scalaire de #(E) x #/(F) dans E @,F; c’est une conséquence immédiate 
de la proposition 3. Le produit O's TeE @,F est indépendant de # dans les 
> 
conditions fixées par la proposition 5 (p. 43) il est nul si les supports de 9 
et de T ont une intersection vide, proposition 6 (p. 45); on peut le calculer 
par une intégrale usuelle if (o(x) Q- T(x))dx dans les conditions fixées 
par la proposition 7 (p. 49), si get T sont des fonctions. Enfin la proposition 
8 (p. 59) relie le produit scalaire aux résultats du chapitre 1, dans lequel, 


comme nous l’avons vu, n’intervenaient jamais que des produits d’une dis- 
tribution scalaire et d’une distribution vectorielle. 


$ 4. Produit «scalaire». Étude générale. 


Les résultats du paragraphe 3 sont suffisants dans des cas très généraux; 
néanmoins il faut parfois aller plus loin, et étudier un produit scalaire à valeur 
dans E &.F ou E ®e GF. Il faut alors des hypothèses bien plus restrictives 


> > 
surg ou I’, et des démonstrations plus délicates. Le §4 est indépendant 
du § 3 (et méme du § 2), dont il est une généralisation; nous avons cependant 
écrit le § 3 4 cause de son caractére plus élémentaire, et le lecteur aura tout 
avantage à se borner au § 3, s’il n’a pas un besoin indispensable du § 4. 

Le produit «scalaire » général eat de oe K(E) et de Te 4;(F), relativement 
à une application A de À dans 4, est défini à la proposition 10 (p. °57) 
La démonstration est compliquée, et va jusqu’a la page 67. 


_La proposition 11 (p. 67) est une variante particulière de la proposition 10, 
ainsi que la proposition 17 (p. 77). 


oF ° . a > 
Le produit scalaire est continu en T pour o fixée, dans les conditions 
indiquées à la proposition 12 (p. 70), d’où l’on déduit la caractérisation de 


ee 
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L: (2 . > > 
ce produit donnée à la proposition 13 (p. 72); il est continu en o pour T 
fixée, dans les conditions indiquées à la proposition 14 (p. 74), d’où la carac- 
térisation donnée à la proposition 15 (p. 75). Il est continu par rapport à 
l’ensemble des variables 8, T, dans les conditions énoncées à la proposition 18 
(p. 80). La proposition 20 (p. 83) indique dans quelles conditions le produit 


scalaire de 9 et de T ne dépend que de ¢ et T et non des espaces Ji et J6 utilisés, 
et traite des problèmes de supports. La proposition 20 bis (p. 86) étudie le cas 
particulier 9 EE), Te'(F), A = identité. Enfin, le produit scalaire se 
calcule par une intégrale usuelle dans les conditions indiquées par les propo- 
sitions 21 (p. 87), 21 bis (p. 93), 21 ter (p. 94), et leurs corollaires. La fin du para- 
graphe traite de diverses questions particuliéres, et donne des exemples. 
L’exemple 1 (p. 99) est celui où E = ¢(F; G); ila été utilisé par BruHAT dans 
[1]. L’exemple 2 (p. 101) donne le dual de #(E) et le produit scalaire entre 
36(E) et son dual (proposition 22, p. 103, et ses corollaires). L’exemple 3 
(p. 105) est celui du produit scalaire de ®"+"+1{E) x D"(F) dans E&G.F, 
proposition 24 (p. 119); il est précédé de lemmes, qui peuvent étre utiles en 
eux-mêmes, sur la décomposition de à en sommes de dérivées de fonctions 
(lemme, p. 105), ou sur les opérateurs de convolution nucléaires (proposition 


23, p. 107). 


$ 5. Produit multiplicatif. 


Si «<8(E), T e9'(F), on peut définir leur produit multiplicatif 
(a T). eD(E 8.F). La proposition 25 (p. 120) fixe des conditions générales 
d’existence d’un produit multiplicatif de #(E) x K(F) dans £(E @,F); c’est 
une conséquence immédiate de la proposition 3. Ce produit est associatif 
(proposition 25 bis, p. 122) ('), le support de CG ry est contenu dans l’inter- 
section des supports de at À (proposition 27, p. 124), on a la formule de 


dérivation du produit (proposition 28, p. 125). Si à et T sont des fonctions, 
> > DE ; 

le produit est la fonction «(2) ®.1(%) (proposition 29, p. 125); moyennant 
des conditions convenables, le produit scalaire de la proposition 4 s’exprime 
comme intégrale d’un produit multiplicatif: 9+.T = ah Ag Tx; formule 


(II, 5; 7), proposition 31 (p. 126). On en déduit la légitimité des notations 
= 


fonctionnelles, «(Z) @= T (à) pour le produit multiplicatif (p. 125), et 
IR @-T(x)) dz pour le produit scalaire (p. 127). 


Il existe, à côté du produit multiplicatif élémentaire précédent, un produit 
multiplicatif général (eT), e®(E @.F); il est au produit élémentaire ce 
qu’est le produit scalaire général du $ 4 au produit scalaire élémentaire du § 3, 


_et à son sujet on peut faire les mêmes remarques. Il est étudié à partir de la- 


page 127. On le définit à la proposition 32 (p. 127). qui s’appuie sur la propo- 


(4) Les questions de commutativité ne seront étudiées que pour la convolution 
(p. 152). | 
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sition 10. Les cas les plus importants sont énumérés au corollaire 1 (p. 133). 
On en donne ensuite des exemples intéressants: produit multiplicatif, sur 
X" x Y", d’une distribution semi-réguliére en x et d’une distribution inté- 
oralement semi-réguliére en y (exemple 1, p. 138); sections-distributions des 
espaces fibrés à fibre vectorielle topologique (exemple 2, p. 140). 


§ 6. Produit tensoriel. 


Si S,e DE), T,eD(F) leur produit tensoriel S. Q®: T,e D, (E @. F) est 
défini à la proposition 33 (p. 145). Sa valeur sur 9e®,,, se calcule par 
la règle de Fubini, formule (II, 6; 2). Si Set T sont des fonctions, le produit 


tensoriel est la fonction S (2) @ T (9), dans les conditions énoncées a la propo- 
sition 33 bis (p. 149). Le produit tensoriel sera utilisé dans la convolution 
(proposition 39). 


§ 7. Convolution. 


Pour Se 8'(E), TeD(F), on peut définir un produit de convolution 


S+. TeD(E @-F). La proposition 34 (p. 151) fixe des conditions générales 
d’existence d’une convolution de #6(E) X Ji(F) dans 4(E @. F); c’est une 
conséquence immédiate de la proposition 3. Cette convolution est asso- 


ciative (p. 152), commutative (p. 152); S4 T ne dépend pas de % et K 
dans les conditions fixées à la proposition 35 (p. 155). Si les supports de iS 


et T sont A et B, celui de S«,T est contenu dans A + B (proposition 36, 
p. 155). La proposition 37 (p. 156) donne la relation entre produit scalaire et 
produit de convolution, et son corollaire 1 (p. 158) traite de la régularisation. 

A côté du produit de convolution élémentaire que nous venons de voir, 


il y a un produit de convolution général a+ TED (E @.F), qui est au 
produit élémentaire ce qu’est le produit scalaire général du §4 au produit 
scalaire élémentaire du § 3, et sur lequel on peut faire les mémes remarques. 
Il est donné à la proposition 38 (p. 159), conséquence de la proposition 40, 
et à la proposition 39 (p. 167), à partir du produit tensoriel. De nombreux 
exemples sont donnés. La proposition 39 fait tout de méme du produit de 
convolution général un produit différent des autres, il y a intérêt à la connaître 


x A 


même pour des non-spécialistes, à côté des produits élémentaires. 

Si S et T sont des fonctions, a quelle condition leur produit de convolution 
peut-il se calculer par l’intégrale usuelle i Sa— t) @ To) dt? C’est la un 
problème difficile à traiter dans sa peicra lite: On en donne une solution 
valable à la proposition 40 (p. 179). Plus généralement, si $ et T sont des dis- 


RE ARS SUD" et à : 

tributions, la distribution S(? —7) Q@: T() existe toujours; quand le produit 
de convolution en est-il l'intégrale partielle en t, au sens du § 5 du chapitre 1 
(p. 130)? C'est ce quwindique la proposition 41 (p. 184). _ | 


Sala --4 
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Les propositons 42 (p. 185) et 42 bis (p. 186) relient la multiplication et la 

convolution par la transformation de Fourier, la proposition 43 (p. 186) les 

relie par la transformation de Laplace. Ces propositions sont essentielles 
pour les applications. 


$ 8. Etude de trois contre-exemples. 


Souvent dans cet ouvrage, les théorémes n’ont été énoncés que moyennant, 
des conditions trés restrictives. Le présent paragraphe montre, par des 
_ contre-exemples, que de telles restrictions sont nécessaires (voir § 1, Intro- 
duction). Ce paragraphe n’est donc pas indispensable à la compréhension du 
reste ni à son utilisation pratique. Néanmoins les restrictions indiquées dans 
_ les énoncés étaient toujours considérables, le caractère nucléaire des espaces 

ou des applications était essentiel, et il n’est pas mauvais de constater que les 
3 contre-exemples de ce paragraphe n’ont rien de tératologique et que des 
opérations qu’on croirait, naïvement, possibles sur des distributions vectorielles, 
ne le sont en aucune manière. 


. A . ; NT LAS 
L'exemple 1 (p. 188) donne une fonction indéfiniment dérivable « e DE) 
Ps Re : : Ne 
et une distribution T e ®’(F), dont le produit de convolution «*, Te '(E @, F) 
est une distribution d’ordre infini, et non une fonction indéfiniment dérivable, 
comme on pourrait s’y attendre. 


L’exemple 2 (p. 190) donne une fonction continue %<9"(E) et une mesure 


et 


ee D0(F ) (E, F, espaces de Banacu), dont le produit de convolution Oe fh 


n’est pas une fonction; mais seulement une mesure. 

Le troisième exemple (p. 194) donne deux mesures à re compacts 

sf eurs dans des espaces de Riser dont le produit de avons, est 
ss 


+ , 4 . t% 
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CHAPITRE II 


Rappelons que, sauf mention expresse du contraire, tous 
les espaces vectoriels localement convexes considérés sont 
séparés quasi-complets. 


§ 1. Introduction. 


Position du probléme. 

Dans le chapitre 1, nous avons étudié le produit T. 9, le pro- 
duit multiplicatif «T, le produit de convolution S+T, lorsque 
lun des deux facteurs du produit est à valeurs vectorielles, 
l’autre à valeurs scalaires. Le but de ce chapitre est d’étudier 
le cas où les 2 facteurs sont à valeurs vectorielles. Soient par 


eo == . . . a 
exemple 5, T, 2 distributions sur R", à valeurs dans E et F 
respectivement. Peut-on définir un produit de convolution 


a SS 

S*T? On devra naturellement supposer d’abord que les sup- 
Ge = . . . L . . 

ports de S et T vérifient certaines conditions restrictives, 


ou que le comportement de $ et T à l'infini sur R" satisfait 
a certaines conditions. On devra d’autre part se donner une 
application bilinéaire § de E x F dans un troisième espace 
vectoriel G, et définir le produit S+,T relativement à 0, qui 
sera une distribution sur R" à valeurs dans G; si par exemple $ 
et T sont des produits tensoriels S®e, T of, S et T dans 
D,eeE,feF, ST devra être égal à (S«T)0(6, f) e D'(G). 
Dans les: applications pratiques, 0 sera donnée une fois pour 
toutes (par exemple E, F, G, seront confondus, et l’espace 
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vectoriel considéré sera une algébre); on pourra alors ne pas 


l'écrire, et noter simplement S«T au lieu de ST. 

On pourra aussi supposer qu'aucune application 9 n’est 
donnée, mais que le produit est à valeurs dans un produit 
tensoriel topologique quasi-complété de E et F. 


Par exemple, si S*T est à valeurs dans E 8, F (resp. E 6. F), 
et si ensuite 0 est une application bilinéaire continue (resp. 
e-continue (')) de E X F dans G, donc définit une application 


continue § de E8,F (resp. E &.F) dans G, et par suite une 
application 1@6 de D'(E &,F) (resp. D'(E 6. F)) dans D'(G), 
alors $ + T ne sera autre que (I a(S T). On voit qu'il peut 
y avoir intérét à traiter la question sous cet angle, et a chercher 
dans quel produit tensoriel topologique quasi-complété SAT 
prend ses valeurs, de façon à savoir quelles applications 
bilinéaires 4 pourront être utilisées. 

Selon que S.T prend ses valeurs dans E@,F, E&@.F, 
on le notera S Ts S » is etc.; naturellement, si S«T est 
susceptible d’être à valeurs dans E&;F, il sera à fortiori 
susceptible d’être à valeurs dans E &.F, et S«.T sera l’image 
de $x, T par l'application 1@ 6 de d'(E 6, F) dans '(E 8. F), 
où 6 est application canonique de E 6, F dans E 6, F associée 
à l'application bilinéaire continue 4 de E x F dans E&.F; 
rappelons que cette application @ n’est pas nécessairement 
injective (du moins la question n’est-elle pas résolue), aussi 


> ret > pm 

Sx T et S+.T devront-ils être distingués avec soin. 
Naturellement ce cas général que nous venons de traiter, 

et qui a comme corollaire le cas d’une application 0 donnée 

de E X F dans G, est aussi un cas particulier de ce corollaire : 


Est (resp. S«. ai n’est autre que S + T, lorsque 0 est l’appli- 
cation canonique de E x F dans G=E 8.F (resp. E 8; F). 


(:} Une application bilinéaire de E X F dans G est dite <-continue si l’applica- 
tion qu'elle définit de E @ F dans G est continue quand on munit E @ F de la 
topologie ¢. Si G est le corps des scalaires, celà revient à dire que cette forme bili- 
néaire est intégrale (Grothendieck [4], page 124). Pour des formes multilinéaires 
sur un produit d'espaces, il n'y a pas d’inconvénient à employer le mot « intégrale », 
parce que toute forme linéaire continue sur un seul espace E est e-continue et est 
bien intégrale; mais pour des applications multilinéaires dans G, il y aurait confu- 
sion car toute application linéaire continue d’un seul espace E dans G est -continue 
et n’est pas une application linéaire intégrale au sens de Grothendieck. 
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Q ma a) > A à À Ft van A 
Si S=S@e, T=T@f, alors 5*T prendra même ses 
Pi. 


valeurs dans E @ F non quasi-complété, car on aura 


> 


S«T.co=(S«T.cle@feE OF; 


mais c’est là une circonstance très particulière. 

Nous venons de traiter l'exemple du produit de convo- 
lution. La convolution + est une application bilinéaire hypo- 
continue de 9’ x & dans 9’; on peut s’attendre à ce que, 


pour Se D'(E), Te &'(F), S«,T ait un sens. Nous verrons qu'il 
en est bien ainsi (Proposition 34) : on peut définir une convolu- 
tion *, application bilinéaire, hypocontinue par rapport aux 
parties bornées, de 9’(E) x &'(F) dans D'(E &,F). Dans 
les applications pratiques, on considérera un produit déterminé, 
la convolution « par exemple. Mais il peut y avoir intérêt a 
introduire 3 espaces de distributions 96, Ki, 4, non nécessai- 
rement sur le même espace euclidien, et à considérer une appli- 
cation bilinéaire u : (S, T) — SuT de 36 X +A dans {, hypo- 
continue par rapport aux parties compactes par exemple. 
On pourra alors essayer de définir une application bilinéaire 
(S, T)—Su,T de #(E) x K(F) dans {E 6,F), et chercher 
si cette application est hypocontinue par rapport aux parties 
compactes. Le cas de la convolution examiné ci-dessus corres- 
pond à u—x,96— D, R —6', £= 9’, espaces de distri- 
butions sur le même espace euclidien R". 

Mais alors on pourra considérer à la fois toutes les applica- 
tions bilinéaires telles que u en introduisant un produit 
tensoriel topologique quasi-complété de # et 3. Appelons 
y(‘) la topologie localement convexe la plus fine sur U @ V, 
pour laquelle l'application canonique (U, V) —U@, V soit 
hypocontinue par rapport aux parties compactes. Alors on 
cherchera à montrer l’existence d’une application bilinéaire 
canonique de #(E) x K(F) dans (46 8, K)(E 8,F), que nous 
noterons [';.. Alors si u est une application bilinéaire de 
46 X À dans 4, hypocontinue par rapport aux parties 
compactes, elle définit une application linéaire continue U 


(') Ne pas confondre la topologie y sur un produit tensoriel U @ V avec la topo- 


logie y sur un espace localement convexe quelconque L, définie page 17 au chapitre 1, 
identique à (L/){. 
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de Hi ®, dans 4, done une application linéaire continue 
u @I de (4 &,K)(E &,.F) dans 4(E 8, F), et Pon aura 
Su.T=(5elr,.(S, T). 
Si ensuite on se donne une application bilinéaire continue 0 
de E x F dans G, on aura 
> > — — — 

(II, 1; 1) Sup = ((1@6)o(c@t)(T,.(S, T)) e {G), 

qu’on pourra aussi écrire 
NE Re TEE 

(H,1,2)  SuT=(5 e6)(r,.($, T)). 

Inversement d’ailleurs le cas général sera un cas particulier : 
ù ’ ê TT = 
Dy 2 (S, T) n’est autre que SuyT lorsque u est l’application 
bilinéaire hypocontinue canonique de 96 X +h dans {= 96 8, 4, 
et 0 l’application bilinéaire continue canonique de E X F 
dans G= E6,F. 

L’intervention des distributions et des espaces nucléaires 
est ici inévitable. Si vu. e D'(E) est une mesure à valeurs dans 
un espace de Banach E, + e ®'(F) une fonction continue à sup- 
port compact à valeurs dans un espace de Banach F, on peut 

. > > Pe RE 8 A 
définir +9 = Ian? du a valeurs dans EG.F mais non dans 
E&-F; st donc 6 est une application bilinéaire continue, mais 


s-discontinue, de E X F dans un espace de Banach G (par 
exemple si 0 est une forme bilinéaire continue mais non intégrale 


i 


sur E X F), 9 @ n'aura en général pas de sens. 

Il semble difficile de donner les théorèmes les plus géné- 
raux relatifs à cette théorie, il semble même difficile de faire 
rentrer les cas les plus importants de la pratique (produit 
scalaire, produit multiplicatif, produit tensoriel, produit de 
convolution) dans un seul grand théoréme d’aspect agréable. 
C’est pourquoi, sans chercher la plus grande généralité, 
nous donnerons les théorèmes qui nous paraissent les plus utiles. 


La proposition 3 donne un cas général très important. 


Applications bilinéaires @-©-hypocontinues. 

Soient ©, G, deux familles saturées de parties de L, M respec- 
tivement (L, M, espaces vectoriels topologiques localement 
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets). Nous 
dirons qu’une application bilinéaire de L x M dans un espace 


localement convexe séparé N (non nécessairement quasi-com- 
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plet) est ©-G-hypocontinue, si ses restrictions à AXM et a 
L x B sont continues, pour toute A e © et toute Be®. Si les 
parties Ae @ et BeG sont bornées, c’est bien équivalent à 
la définition usuelle ('). 

Si © est formée de toutes les parties de L, © = $ (L), 
et G quelconque, ou si @ est quelconque et © = $(M), 
S-G-hypocontinue veut dire continue. Si © est formée de 
toutes les parties bornées de dimension finie de M, on dira 
seulement @-hypocontinue; si © (resp ©) est la famille de 
toutes les parties bornées de dimension finie de L (resp M), 
S-G-hypocontinue veut dire séparément continue. Rappelons 
que «hypocontinue », sans spécification de © et &, veut dire 
hypocontinue par rapport aux parties bornées. 

On a des définitions analogues pour les ensembles 
G-6-équihypocontinus d’applications bilinéaires. 


Produits tensoriels topologiques quasi-complétés. 

On montre, par des méthodes analogues a celles qui sont 
utilisées pour la topologie + (*), qu il existe sur L @ M une 
topologie localement convexe et une seule, notée Lage M, 
telle que les applications linéaires continues, pour cette topo- 
logie, de L @ M dans tout espace localement convexe N (non 
nécessairement quasi-complet), soient exactement celles qui 
sont définies par les applications bilinéaires @-G-hypocon- 
tinues de L x M dans N. Dans ces conditions L®,M veut 
dire L@, 5 M, lorsque 6 est l’ensemble des parties bornées de 
dimension finie de M. On a de plus les propriétés suivantes : 

19 Les ensembles équicontinus d’application linéaires de 
L@,, M dans N sont exactement ceux qui sont définis par 
les ensembles @-G-équihypocontinus d’applications bilinéaires 
de LXM dans N. 

2° Un système fondamental de voisinage de 0 de L@z.¢ M 
s’obtient en prenant, dans la dualité entre L@ M et l’espace 


() Boursak [2], chapitre mt, $ 4, n° 2, proposition 4, page 39. La S-6-hypo- 
continuité, lorsque les parties de S et G ne sont pas nécessairement bornées, parait 
avoir été employée pour la première fois par F. Brunat dans [1]. 

Rappelons qu'une application ne peut être appelée hypocontinue par rapport 
à une famille de parties de l’un des deux espaces L, M, que si elle est séparément 
continue sur L xX M. 

(?) En ce qui concerne la méthode utilisée pour la topologie =, voir CROTHEN- 
DIECK [4], § 1, et Scnwarrz [2], exposé 1. 


hs dit, |: 
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des formes bilinéaires sur L X M, les polaires des ensembles 
S-tT-équihypocontinus de formes bilinéaires. 

30 L@ggM est la topologie localement convexe la plus 
fine sur L@M, qui rende l'application bilinéaire canonique 
de LXM dans L@ M ©-6-hypocontinue. 

4° Soient L,, M,, L,, M,, quatre espaces localement convexes 
séparés (non nécessairement quasi-complets), w (resp. ») une 
application linéaire continue de L, (resp M;) dans L, (resp. Mg). 
Soient d’autre part @:, @, @+, ©, des familles saturées de 
parties de L,, My, Ls, Ms, respectivement. 

Supposons que pour tout À,e @,, u(A,) soit dans ©,, et que, 
pour toute B, € G, »(B,) soit dans @,. Alors u®@v est continue 
de L, ®¢,¢,M, dans L, ®@¢, ¢, Me. 

Supposons maintenant que wu parcoure un ensemble équi- 


continu U de {(L,; L4), tel que, pour toute A, e ©, U u(A,) 
uE YQ 
soit dans ©, ; et supposons de même que # parcoure un ensemble 


équicontinu Ÿ de £ (M,; M), tel que, pour toute B, € ©,, U »(B,) 
soit dans ©. EU 

Alors l’ensemble des u®v, ueU, ve, est une partie 
équicontinue de {(L; ®¢,¢, M; Le 2e, &. Me). 

Considérons le cas particulier suivant. Si, sur l’espace 
localement convexe L (resp. M), l’ensemble de parties ©, 
(resp. 6) est contenu dans l’ensemble de parties ©, (resp. 6g), 
alors la topologie L@ ¢,g,M est plus fine que la topologie 
L@ gM: il suffit en effet d’appliquer ce qui précède a 
l'application identique w(resp. +) de L, = L(resp. M = M) 
dans L, = L (resp. M, = M) et aux ensembles de parties 
S,, Gi, So, C2, considérés. 

5° Le quasi-complété (resp. complété) de L@,$5M sera 
noté L&,gM (resp. L @¢,¢M). Si nous nous trouvons dans les 
conditions de 4°, u®¥v se prolonge en une application linéaire 
continue, encore notée u® si aucune confusion n’est à 
craindre (‘), de Li ®g,,¢, M (resp. Li 8,5, M,) dans L, 8¢,,¢, Me 
(resp. L, Se, ¢, Mi). 


(1) Il faudrait en effet théoriquement une notation où figurent non seulement u _ 


ete mais ©, 6), Sos Ga. Par exemple, plus bas, l'application canonique de L Ge. & M 


dans L Ge, ge M n’est que bien peu définie par le symbole I @ I, surtout si l’on 


se rappelle que cette application canonique n’est pas nécessairement injective 


(voir page 12)! 
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En particulier, si dans L(resp. M), l’ensemble de parties 
S; (resp. G,) est contenu dans l’ensemble de parties ©, (resp. G), 
alors l’application identique de L@M se prolonge en une 
application linéaire continue de L ®¢, g, M (resp. L ®6,¢, M) 
dans L ®s,¢,M (resp. L &e,g.M). Jl ne faudrait pas 
croire que cette application soil nécessairement injective (‘). 

Si maintenant on a 3 couples d'espaces Ly, M;, L», M, 
L,, M,, des applications linéaires continues avec des diagrammes 
de commutativité 


(ES. M, 
RUES 
Le 2 M, LE 


et des familles de parties G,, G,, G,, G,, ©,, ©, satisfaisant aux 
conditions voulues (indiquées page 7, 4° dans le cas de deux 
couples), alors le diagramme de commutativité 


donne le diagramme de commutativité 


L, Ge, &M, 
(II, 1; 3) NN L, &e. 6 M. 
L, Be, 6M, 


et un autre analogue, où ® est remplacé partout par @. 


Les topologies À sur un produit tensoriel. 

Les cas les plus importants dans la pratique sont les suivants : 

1° © ou © est formé de toutes les parties. On note L@,M 
la topologie correspondante sur L@ M. 

2° © et © sont constituées par toute les parties bornées. 
On notera L@,M la topologie correspondante. 

3° S et © sont constituées par toutes les parties contenues 
dans des parties convexes équilibrées compactes. On notera 
L ®,M la topologie correspondante. 


49 © et © sont constituées par toutes les parties bornées | 


(1) On doit du moins considérer co it i 
‘ mme peu probable qu’elle soit injective, mai 
il n’y a pas de contre-exemple connu. à "SA 


| 
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ide dimension finie. On notera L®,M(') la topologie corres- 
| pondante. 

La topologie € sur L ® M ne rentre pas dans les catégories 
précédentes. Désormais À, u, etc... seront des lettres choisies 
jparmi les 5 lettres ¢, x, 6, y, t. On a, par ordre de finesse crois- 
sante pour les topologies sur L @ M: «, =, 8, y, t. Aussi établi- 
irons-nous sur l’ensemble de ces 5 lettres la relation d’ordre 
TÉRÉEQES RE 

Si L et M sont tous deux métrisables, l’un d’eux étant 
‘complet, ou tous deux des duals d’espaces de Fréchet distingués, 
Iles topologies =, 8, y, 1, sont identiques sur L @ M; s'ils sont 
{tous deux des espaces DF, les topologies =, 8, sont identiques; 
:s’ils sont tous deux tonnelés, les topologies 8, y, 1, sont iden- 
(tiques (*). Si L ou M est nucléaire, les topologies € et 7 sont 
iidentiques, et nous noterons L & M (resp. L ® M), sans autre 
iindication, le produit tensoriel quasi-complété (resp. complété) 
pour cette topologie e ou 7. Nous dirons d’une application 
 bilinéaire de L x M dans N qu’elle est A-continue, si l’applica- 
‘tion qu’elle définit de L@M dans N est continue lorsque 
L@M est muni de la topologie À. 

Si A=«, et si L et M sont des duals, L= U, Mis 
il ne faut pas confondre «e-continue » (c’est-à-dire telle que 
l'application correspondante de L@.M dans N soit continue) avec 
« <-hypocontinue » (c’est-à-dire hypocontinue, sur Us-X V;, par 
rapport aux parties équicontinues de U’ et V'; chapitrer, page 18). 

D'autre part, nous définirons plus loin (page 15) les À-parties. 
Il ne faut pas confondre « A-continue » avec « S-t-hypocontinue » 
pour @ = © = ensemble des À-parties, c’est-à-dire «hypocontinue 
par rapport aux À-parties »; pour À =, € r-continue» veut dire 
continue, alors que « hypocontinue par rapport aux t-parties » 
veut dire « hypocontinue par rapport aux parties bornées ». 

En conclusion, les expressions « A-continue », « À-hypoconti- 
nue» (pour À=e, L= U poh. « S-G-hypocontinue 2 
ou « hypocontinue par rapport aux parties appartenant a 
S ou  » (lorsque © et © sont l’ensemble des A-parties) doivent 
étre soigneusement distinguées. 


7) L@.M est ce que Grornenprecx appelle le produit tensoriel inductif 
| (GrormenDrecx [4], § 3, page RE er & 
|: (2) BourBakr [2], chapitre 11, § 4, n° 2, proposition 2 page 38, proposition 6 
| page 40; GROTHENDIECK [2], théorème 2 page 64, et théorème 7 page 73. 
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Examinons de plus près la relation d’ordre dans l’ensemble 

des 5 lettres €, =, 6, y, 1. 
À > À, exprime simplement que la topologie L @;, M est 
plus fine que la topologie L ®, M; il existe alors une appli- 
cation continue canonique (non nécessairement injective) de 
L 8, M (resp. L @,,M) dans L &;, M (resp. L &;, M), prolon- 
geant l'application identique de L @ M. Si enfin L,, M, L,, 
M,, sont quatre espaces, si u (resp. ») est une application 
linéaire continue de L, (resp. M,) dans L, (resp. M.), et si 
À, >A, les propriétés 40 page 11 montrent que u @ est 
continue de L, @;, M, dans L,®),M,, et se prolonge en une 
application linéaire continue, encore notée u ® # si aucune 
confusion n’est à craindre, de L, 8), M, (resp. L, ®), M,) dans 
L, 8 M, (resp. L, @;, M.) (pour pouvoir appliquer le résultat 4° 
page 14, il faut que À, >7 et il faut alors vérifier que l’image 
par uw (resp. v) d’une A,-partie de L, (resp. M,) est une 
À,-partie de L, (resp. M,). Mais c’est automatiquement vrai en 
vertu de la continuité de u et # et de l’inégalité A, > A,. Pour 
À, — €, la propriété énoncée ne résulte pas de 4° page 11 
puisque la topologie @. n’est pas une topologie du type ®¢ ¢, 
mais résulte de la proposition 1 du chapitre 1). 

Supposons maintenant que wu (resp. v) parcoure un ensemble 
équicontinu ‘l (resp. 0) d’opérateurs de L, dans L, (resp. 
de M, dans M,), et qu’en outre la réunion des images par ue ‘ll 
(resp. » e Ÿ) de toute A,-partie de L, (resp. M,) soit une A,-partie 
de L, (resp. M.) (La 22 condition résulte automatiquement 
de la 17e pour À, = f, x ou « (')). 

Alors les u@v, pour ue et ve, forment un ensemble 
équicontinu d'opérateurs de L, &;, M, (resp. L, &;, M,) dans 
L, 6), M, (resp. L, @;, M) (cela résulte de 4° page 11 si A, > 7: 
de la proposition 1 du chapitre 1 pour À, = e). 

Si on a 3 couples d'espaces, L,, M,, L,, M,, L,, M,, 3 lettres 
A, >A, > À, et des applications continues avec des dia- 
grammes commutatifs 
L, M, 
| ae L | LU rr 

M, 


29 


(') Boursaxr [2], chapitre 11, § 3, n° 6, proposition 7, page 26. 


en, 5 < 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 15 
> x « . . 
alors d’après (II, 1; 3) on a le diagramme commutatif 


L, &;,M, 
(IL, 1; 4) | Su &\ M, 


a 


L, &,M, ~~ 


et un autre où ® est remplacé par ®. 


Les A-parties et les parties o-7-décomposables des produits 
tensoriels quasi-complétés. 

Nous appellerons À-partie d’un espace vectoriel localement 
convexe (non nécessairement quasi-complet) une partie bornée 
contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie, 
pour À = +t; une partie ayant une enveloppe compacte pour 

— y; une partie bornée pour A= 8, 7, ou &. 

Soit ensuite L®,M (ou L®,M) un produit tensoriel 
topologique quasi-complété (ou complété), L et M non 
nécessairement quasi-complets. Nous appellerons partie o-7-dé- 
composable de cet espace, une partie bornée (') E ayant 
la propriété suivante : 

a) Si o—1, y, ou B, et sir —1, y, ou B (os et 7 non néces- 
sairement identiques), = est contenu dans l’enveloppe du 
produit tensoriel d’une 5-partie de L et d’une t-partie de M. 

b) Sis—Toue,t—t, y, ou B, alors, quel que soit le voisi- 
nage disqué { de 0 dans L, il existe une r-partie M de M 
telle que l’image canonique £ de = dans Ly @, M soit contenue 
dans l’enveloppe de  @, { étant la boule unité de Le ou 
encore l’image de dans Ly. En d’autres termes, quel que 


soit 4, l’image 3 de = dans Le @, M est B-7-décomposable. 
Ou encore : quelle que soit l'application continue L—L, de L 
dans un espace de Banach L,, l’image de = dans L, ®) M est 
§-z-décomposable. 

c) Sic =1,y, ou B, et T= 7 OU, quel que soit le voisinage 
disqué Wt de 0 dans M, l’image de E dans L®), Mp; est 
5-B-décomposable. 

aor oer Owe, T7 oUF, = est bornée quelconque. 

La proposition suivante résume les principaux critères — 


(‘) Il semble désirable qu’une partie o-t-décomposable soit toujours bornée, or 
une condition telle que 6) ou c) ne semble pas à elle seule l’impliquer. 
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connus, permettant d’affirmer que certaines parties de L &; M 
sont o-t-décomposables (L et M quasi-complets) : 


Proposition 1. —1° Sic=7 ou €, et t= T ou €, toute 
partie bornée de L®M est 5-T-décomposable. 

90 Si L et M sont des espaces de Fréchet, toute partie relative- 
ment compacte de L ®) M est y-y-décomposable, pour Mess É 
ou T. 

30 Si L et M sont des espaces (DF), toute partie bornée de 
L &, M est B-B-décomposable, pour À = B ou r(et À =1, y, B, = 
si L et M sont en outre tonnelés). 

49 Si Li est nucléaire, toute partie compacte (et toute partie 
bornée si Li = L;) de LeM = L&.M est y-x-décomposable. 

Si L et M sont des espaces de Fréchet, et si L est nucléaire, 
toute partie bornée de L® M est y-6-décomposable. 

Les affirmations 1°, 20, 30, résultent de la définition ou de 
critères connus ('); démontrons donc 4°. 

Pour la premiére affirmation, on peut supposer que M est 
un Banach. 

Par ailleurs, pour la deuxième, si L est un Fréchet nucléaire, 
L, = Ly est nucléaire (°). 

Tout revient donc à montrer que si L et M sont des espaces 
de Fréchet, L nucléaire, ou si L est quelconque mais L; nucléaire 
et M un espace de Banach, toute partie 2 compacte (ou seule- 
ment bornée si Li — L;) de LeM est y-$-décomposable. 
Dans chacun de ces cas, son image = dans {(L!; M) est une 
partie équicontinue de {(L;; M) (chapitre I, proposition 4, 
donc équibornée (’). 


(') Grornenpieck [4], corollaire 1 du théorème 1, page 52, pour l'affirmation 2°) 
(compte tenu de ce que nous avons dit page 13 sur lidentité des topologies &, +, Bie 
dans ce cas) Grornenpieck [4], proposition 5, 2°), page 43, pour l’affirmation 30) 
(compte tenu de ce qui est dit ici page 13 pour Pidentité des topologies 8 et x). 

(?) Le dual d’un Fréchet nucléaire est nucléaire : Groraenpreck [5], théorème 7, 
page 40, ou Scawarrz [2], exposé 18, théorème page 3. Si un espace quasi-complet 
ts ve L est nucléaire, toute partie bornée est relativement compacte, done 
ie Li: GROTHENDIECK [5], corollaire 1 du théorème 6, page 38, ou Scawarrz [2] 
exposé 17, proposition 3, page 5. 

à RE : Pee 3 

(3) Tout ensemble équicontinu H de £ (L{; M) est évidemment équiborné si M 
est un cee ace est de même si L et M sont des espaces de Fréchet, L nucléaire, 
re ee Li (note (), Re "lous H définit un ensemble équihypo-continu de 
ormes bilinéaires sur Lj, X Mj, donc équicontinu (GrorHENDIECK [2], théorème 


2 page 64), c i i i i - 
GA ), ce qui revient à dire que H est une partie équibornée se 
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Alors (') il existe une partie { de (Li){=L, équicontinue 
sur L, donc relativement compacte dans L, et une partie 
‘bornée M de M, telles que tout £ e = puisse s’écrire : 


c= à À, (4, @ my), le {, me TT, D 
y 


Alors £ est dans l’enveloppe de £ ® MN, donc y-6-décomposable. 
Voici enfin une propriété dont nous aurons souvent besoin : 


Proposition 1 bis. — Soient X', Y", des espaces euclidiens. 
D,., est identique à D, 8,9, = D,@,%,, et toute partie bornée 


de ®,, est y-y-décomposable. 

En effet, toute application linéaire continue de 9, , dans 
un espace localement convexe séparé (non nécessairement 
quasi-complet) E induit une application bilinéaire séparément 
«continue de ®, X ®, dans E. Réciproquement, une telle 
sapphcation bilinéaire est hypocontinue par rapport aux parties 
bornées puisque est tonnelé (?), done se prolonge en une 


sapplication linéaire continue de ®,, dans E (voir chapitre 1, 
page 125 en bas; cela résulte du théoreme des noyaux qui 
dit que 9D, = DicD,). Cela signifie que la topologie induite 
par D,, sur D, ® QD, est précisément la topologie 1 (identique 
d’ailleurs à y ou B); comme 9,, est complet et que D,@ ®, 
est strictement dense dans 9,,, cela montre bien qu’on 
peut identifier D, ,, à D, 8, D, ou D, 8; 9, pour À —1, y, ou f. 

Quant au fait que toute partie bornée de ®,, est dans 
l'enveloppe d’un produit tensoriel de parties bornées de 9, 
et de #,, nous nous en sommes servis pour démontrer le 
théorème des noyaux, c’est équivalent a l’identité des topo- 
logies de D,, , et D e D, 


_ CorozLaAIRE. — Toute partie H de %,, (E), bornée sur 
tout élément de D, ® D,, est bornée dans D,,,(E). Tout filtre de 
d., (E), ayant une base de filtre bornée ou dénombrable, 
convergeant vers 0 en tout point de D, ® D,, converge vers 0 dans 


AE). 


(!) Scawarrz [2], exposé 19, théorème 1 ter, page 2. vs | 2 
(2) Voir note (2), page 13. D est tonnelé, comme limite inductive d’espaces (de 
Fréchet) tonnelés (Bourbaki [2], chapitre 111, § 1, n° 1, corollaire de la proposition 1, 


et n° 2, corollaire 2 de la proposition 2). ZA 


2 
| 
( 
| 


18 LAURENT SCHWARTZ 


En effet, si H est simplement bornée sur D, X Dontrelle 
est séparément équicontinue puisque D est tonnelé ('), donc 
équicontinue sur 9D, ,=D,8,9,, et par suite bornée dans 
dl, (E). Si un filtre # sur H converge vers 0 simplement 
sur ®, ® ®,, il converge vers 0 uniformément sur toute partie 
compacte de 9, ,, donc dans 4), ,(E), d’après Ascoli (’). Soit 
maintenant 9 un filtre à base dénombrable, convergeant 
simplement vers 0 sur ®,® ®,; s’il ne convergeait pas vers 0 
dans ®,,,, on pourrait trouver une suite plus fine que # qui 
n’y convergerait pas vers 0; comme une suite convergeant 
vers 0 simplement sur 9, ® 9, est bornée simplement sur 
D, ® D,, ce serait contradictoire. 

On en déduira que toute fonction sur un espace euclidien Z" 
à valeurs dans D, ,(E), m fois continuement différentiable quand 
on munit 9’, ,(E) de la topologie £,(D, ® D,; E), est aussi m 
fois continuement différentiable pour la topologie Ÿ, ,(E). 


§ 2. Les théorémes de croisement. 


Proposition 2. — Soient L, M, U, V, des espaces localement 
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets). Il existe 
une application bilinéaire canonique V1: (& 4)—~TVy,a(&, 1) 
de (L®, U) X (MeV) dans (L &, M) e (U &; V), pour À et u < y. 
Elle coincide sur (L @ U) X (M @ V) avec l’application bili- 
néaire canonique de cet espace dans (L & M) & (U @ V); elle 


applique (L ®, U) x (M @ V), ((M ® V), = adhérence stricte de 
M® V dans MeV) dans (L®,,M) &.(U &; V), et c’est la seule appli- 
cation du premier espace dans le second qui, sur (L® U)x(M® V), 
soit l’application bilinéaire canonique dans (L ® M) ® (U ® V), 
et soit en outre continue en £ sur L 8, U pour n e (M @ V), fixé, et 
continue en n sur (M@ V), pour £ e L@U fixé. Les applications 
Le sont compatibles avec les applications linéaires continues 
de L, M, U, V, et avec le raffinement des topologies X et 1. 


1° Si L, M, U, V, sont quasi-complets, si £ converge vers 0 dans — 


L &, U, et que n parcoure une y-partie de MeV(v = sup (A, «)), 
l'LA(E, n) converge vers 0. 


(') Voir note (?), page 17, et Bourgakt [2], chapitre m1, § 3, n° 6, théorème 2. 
(?) Boursaxt, chapitre 111, § 3, n° 5, proposition 5. 


we M 
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2° Si n converge vers 0 dans MeV, et que = parcoure une 
partie u-À-décomposable de L &, U, l'ux(E, n) converge vers 0. 

3° Sid etu LT, lux est continue. 

40 |’. . est e-continue, c’est la restriction de l'application 
bilinéaire canonique de (LeU) x (MeV) c (LeU) x (MeV) dans 
(LeM) € (UeV). 

5° St L, M, U, V, sont quasi-complets, l,. est u-continue, 
F., est À-continue. 

On a des résultats analogues aux précédents, en remplaçant 
partout ~ par *, ® par &, adhérence stricte par adhérence. 

D'une façon générale, si w est une forme bilinéaire séparé- 
ment continue sur un produt H X K d’espaces vectoriels 
topologiques, nous appellerons & (resp. ‘w) l'application linéaire 
qu elle définit de H dans K’ (resp. de K dans H’). De même si 
7, « MeV, nous appellerons (‘) à (resp. ‘à) l'application linéaire 


qu elle définit de M’ dans V (resp. de V’ dans M). 


4° L'application trilinéaire [’,, de Lx U X (MeV) dans 
(L 8, M) es (U 8, V). 

Soient le L, we U, neMeV. A ces éléments nous allons 
faire correspondre un élément I’, ; (J, u,n) de (L &, M)e(U 8) V), 
c’est-à-dire une forme bilinéaire e-hypocontinue sur 


(L 8, M) x (U @, V. 


Le dual de L&,M (resp. U &; V) est l’espace des formes 
bilinéaires u-continues (resp. A-continues) sur L X M(resp. 
U x V). 

Soit «(resp. 6) un élément de ce dual. Pour définir [’,, ; (/, u, 9), 
nous devons définir sa valeur (I’,,, (J, u,n)) (%, 6) sur élément 


(a, 6) de (L&,M) x (U®, V). Nous poserons 
(I, 2; 1) Car u, n)(% 6) =n(a(d, B(w)), 


expression qui a bien un sens puisque &(J) e M’, B(u) e V',et 
que » est une forme bilinéaire sur M’ X V'; on peut ici prendre 
= he = 1, y, É ou € 
u—1,7,6,7, oue, et A= 1,7, B, T : : 3 
Pour que [’,,, (J, u, n) appartienne à (L 8, M)e(U &; V); 
3 “7° ase. 5° , . = if = 
_ilfaut que la forme bilinéaire qu il définit sur (L &, M). x (U &; Ve ; 
soit <-hypocontinue. “ 
| {‘) Au § 1 du chapitre 1, nous avons appelé ux l'élément de £(L/; M) associé 
| à XeLeM. 
| 


20 LAURENT SCHWARTZ 


a) Supposons que « parcoure une partie équicontinue de 
(L &, M}'; cela veut dire qu'il parcourt un ensemble u.-équi- 
continu de formes bilinéaires sur L X M; alors, pour l fixé, 
a(l) parcourt une partie équicontinue de M'. Supposons d’autre 
part que 6 converge vers 0 dans (U &; V)i; comme le produit 
tensoriel d’une partie réduite 4 un point de U par un compact 
de V est compact dans U 8) V, B(u) converge vers 0 dans V.. 
Comme alors n est e-hypocontinue sur M; x V4, 7(&(1), B(u)) 
convergera vers 0. 

b) On démontre exactement de la même manière que, si & 
converge vers 0 dans (L &, M), et que 8 parcoure une partie 
équicontinue de (U &; V)’, n(&(L), B(u)) converge vers 0. 

Donc |", (J, u, 4) est bien un élément de (L &, M}e(U &; V). 

Naturellement [',,, définit une application bilinéaire, que 
nous noterons encore l',1 de (L@U) X (Me V) dans 


(L 8, M)e(U @; V). 


Soient le L, we U, meM, ve V; posons n = mB». 


Alors (22), B(u)) =n, &(D)(v, Alu))= «(4 m) Blu, 9), ce 
qui prouve que I',, (J®u, m®v)=(1® m) ® (u® 9): sur 
(L ® U) x (M @ V), l'y, se réduit à lapplication bilinéaire 
canonique de cet espace dans (L @ M) ® (U @ VY). 


2° L'application bilinéaire [1 de (L &; U) X (MeV) dans 
(L &, M) e (U &; V). Désormais À et » sont < y. 

Nous allons montrer que l'application trilinéaire [,,; 
définit, pour n fixé dans MeV, une application bilinéaire 
(7, u)— lat, u, n) de LX U dans (L&,M)e(U 8, V), 
À-continue. 

Cela revient à dire que, si a’ (resp. 8’) est une partie équi- 
continue de (L&, M)" (resp. U &; V)’, c’est-à-dire un ensemble 
u-équicontinu (resp. A-équicontinu) de formes bilinéaires sur 
Lx M (resp. U X V), l’ensemble des formes bilinéaires 
(Eu) (lu u, n)) (a, B), pour n fixé, aea’, B(') eR’, est 
A-équicontinu. 


. (4) La méme lettre 6 désigne une forme bilinéaire sur U x V et l’une des 5 topolo- 
gies À considérées sur un produit tensoriel; aucune confusion ne risque d’être faite 
ici. Ainsi 6 est employé dans les deux sens, en haut avec À >6 dans le deuxième 
sens, en bas dans G{u) dans le premier sens. 
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a) Supposons, pour À > 8, que J converge vers 0 dans L, 

et que w parcoure une À-partie ‘Ul de U. Alors, a’ étant u.-équi- 
Ae . . . 7 ; Fe : = 

continue done | équicontinue puisque u< y, à(l) converge 

vers 0 dans Mi, uniformément pour cea’. Ensuite, $' étant 

A-équicontinue, $(w) parcourt une partie équicontinue de V' 


lorsque B parcourt 8" et que u parcourt ‘il. Comme enfin 7, 


est <-hypocontinue, n(&(L), 5(u)) converge bien vers 0, uni- 
formément pour cea’, Be’ we'll, quand | converge 
vers 0. 

a') Supposons, toujours pour À > 6, que | parcoure une 
A-partie de L, et que u converge vers 0 dans U. 

Si À = y, il n’y a aucune difficulté. Car alors &(l) parcourt 
une partie équicontinue de M' pour le, à ea’ puisque &’ est 
u-équicontinue done y-équicontinue; 3(w) converge vers 0 
dans V!, uniformément pour § e $'; donc (al), B(u)) converge 
encore uniformément vers 0. 

Pour À = 6, la chose est un peu plus délicate à voir. 
L'ensemble a’ est alors borné sur tout produit d’une partie 
bornée de L par une partie convexe équilibrée compacte de M, 
puisque a’ est y-équicontinue; donc l’ensemble des à(l) est 
borné dans M! pour zea’, le 4. Ensuite 3(u) converge vers 0 
uniformément sur toute partie bornée de V, autrement dit 
dans V}, et non seulement dans V;, uniformément pour be R’. 

Nous pouvons enfin écrire 


(11,2; 2) (Dual, w n))(a, 6) = n(& (1), Bu) = He), Ba), 


produit scalaire pour la dualité entre V et V'; f(&(l)) est borné 
dans V pourae«',leïf, et B(u) converge vers 0 dans V, uni- 
formément pour Be #'; donc ce produit scalaire converge bien 
vers 0 uniformément pour zea’ Be, let, quand u 
converge vers 0. 

a et a montrent bien que, pour 7 fixe, (1, u)— Pal u, 1) 
est A-continue sur L X U, pour À > 68. 

b) Soit À = x, et supposons que 1 et u convergent vers 0 
dans L et U respectivement. 
Comme a’ est y-équicontinue, &(l) converge vers 0 dans M,, 
uniformément pour #ea@’; donc ñ(&(l)) converge vers 0 
dans V, uniformément pour ae’. A 
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Comme alors @ est équicontinu sur U X V, et que 


(II, 2; 3) (Tax, u,n)) 7,(%(L), B(u)) 
LTE RN (u)) = B(u, n(&(L))), 


cette expression converge bien vers 0, uniformément pour 
aea', Be R’. 

Bic montre que (J, uv) > [’,,,, (J, u, n) est continue sur L x U. 

c) } =e. Nous allons directement montrer que l’application 
bilinéaire l,. de (L@ U) X (MeV) dans (L®,M)<(U &. V) 
se prolonge en une application, bilinéaire, que nous appellerons 
le de (LeU) x (MeV) dans (L &, M)e (UcV), séparément 
continue, ce qui FES la conclusion cherchée. Soient 
en effet Ë e LeU, n e MeV. € et n définissent des applications 
linéaires continues © et ‘7 EE ny het de U dans L et de 
Ve Sr M. ve ils définissent une application bilinéaire 
(u', o') > Elu) @ 'ñ(s) de U x Vi dans L@M; notons 
© @'n cette eee Si wu’ converge vers 0 dans Uj, et 
que »’ parcoure une partie équicontinue convexe équilibrée 
faiblement fermée de V', &(u’) converge vers 0 dans L et 
‘j(s’) parcourt une partie convexe équilibrée compacte de M. 
Comme uw < y, l’application bilinéaire canonique de L X M 
dans L ®, M est hypocontinue par te aux parties convexes 
équilibrées compactes, donc &(u') ® ‘ñ(v') converge vers 0 
dans L®,M donc a fortiori dans ew On voit donc, en 
dan de même dans le cas où les rôles de u et » sont 
échangés, que Ÿ @ ‘ÿ est une application bilinéaire e-hypo- 
continue de U; x V, dans L 8, M; c’est donc un élément de 
e(U, V; L 6, M), et comme cet espace est un sous-espace de 
e(U, Ÿ. L &, M) et que ce dernier peut être identifié à 
e(Ü, Ÿ, L 8, M) (corollaire 1 de la proposition 4 du chapitre 1) 
donc à (L&, M) e (Ce Ÿ) (proposition 7 du chapitre 1), on peut 
identifier € ® % a un élément [%, .(£, n) de (L 8, M)e (Ü:Ÿ). 

Montrons maintenant que cette AS DU est 
séparément continue. 

Soit n fixé. Si § converge vers 0 dans LeU, E(u' ) converge 
vers 0 uniformément lorsque u’ parcourt une partie équiconti- 


nue ‘WU’ de U' ou (0)! . D’autre part, si Ÿ est un partie équiconti- 


a + 
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nue convexe équilibrée faiblement fermée de V', (0) est 
une partie convexe équilibrée compacte de M. Comme alors 
l'application canonique de L X M dans L&,M est toujours 
‘y-continue, pour w y, &(u') ® ‘A(v') converge vers 0 dans 
((L&, M), uniformément pour ue’, v eV. Donc Ly, (E, x) 
‘converge vers 0 dans (L&, M) « (UeV), quand © converge 
vers 0 pour n fixé; comme ici — et n jouent le même rôle, 
[. est bien séparément continue [Remarquons que |", ; 
peut se définir même pour u = 1, si Uj et V, sont tonnelés. 
Car © @ à est de toute façon séparément continue de U; x V: 
dans L 8®,M; comme U; et V% sont tonnelés, elle est hypo- 
continue par rapport aux parties bornées (voir note 2, page 13); 
elle est alors <-hypocontinue d’où le résultat. Mais ["), ainsi 
définie n’est pas séparément continue de (LeU) x (MeV) dans 
(L &, M)< (UeV)]. 

Montrons maintenant que.cette nouvelle application I’) ., 
restreinte à (L@®U) xXx (MeV), coïncide avec I application 
[, définie antérieurement, pour À—e. Soient leL, we U, 
neMeV, §=l@ueL@U. Avec la _nouvelle définition, 
Du .(£, n) est élément de (L@, M)e(Ue V)~e(U, V; L 6, M) 
définissant l'application bilinéaire <-hypocontinue 

(u', 6!) => E(w’) © Ho) = Cu’, u)1® Ho") 
de (0); x (¥); dans L@,M. Done li: (6, n) définit la forme 


trilinéaire e-hypocontinue sur (L &, M) x (0), x (Ÿ).: 
(a, uw’, p')—>{u’, u) a(l, A(v')) 
E (u',u) CUR ‘a(v')) ae Cu, u)(A(&(1)), o); 

il définit donc l’application linéaire continue de (L &, M) 
dans U®.VcUcV: &«—>u ® f(à(l)). Cela prouve d’abord 
que [.. applique (L@U) x (MeV) dans (L®, M)e(U8,V). 
Si alors Be (U8. V)’, (Ty, (En) )(a, 6) = B(u, A(&(D)), ce qui 
est identique à l’ancienne définition [’,,. d’après (Ils: 2763), 

Nous venons donc de montrer que, dans tous les cas, pour n 
fixé, l’application (J, u) +0, (1, u, 4) de Lx U dans 
| (L 6, M)«(U 8; V), oe 
espace quasi-complet, est A-continue (pour u et AY). Elle 
se prolonge donc, de manière unique, en une application 


| 
| 
LE 
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linéaire continue, que nous noterons §— I’, ,(&, n), de L ®, U 
dans (L®,M)e(U®, V), avec Py, (1@u, n) =P vou, om) 
Ainsi Ll’, ,: (&, n}>Ty,2(6 n) est bien une Abe nt ini bilinéaire 
de (L®,U) x (Me V) dans (L&,M)e(U@, V); elle est tou- 


à - 
jours séparément continue en ¢ pour 7 fixé. 


Remaroue. — Si L, U, ne sont pas quasi-complets, ilimporte 
de ne pas confondre is es abplivdtion de (L &. U) x (MeV) dans 
(L 8, M) e (U &. V), avec le, application de (LeU) x (MeV) 
dans (L &,, M)e(UeV); car L &. U et Le U n’ont pas de rela- 
tion d’inclusion. Mais si L et U sont quasi-complets, [,. 
est un prolongement de |’, ., et on pourra, par abus de langage, 
le noter encore [’,,,. D’autre part, si L ou U a la propriété 
d’approximation stricte, L &@. U > LeU (proposition 11 du 
Chapitre 1} Malors c'est [i . qui prolonge |", .. Pour y = 1, 
[. a été défini, mais non |"... 


3° Compatibilité de I’, 1 avec les applications linéaires continues 
et le changement des topologies À et wu. 

Soient 2 systémes de 4 espaces, et des applications linéaires 
continues L,—L,, M, -M,, U,—U,, V,— V,; et soient 
4 lettres, A, > Az, 4, > Ue, (avec À, < y, us < y). Nous devons 
démontrer la commutativité du diagramme : 


(L, &, U,) x (MyeV,) — (L, 8), U,) x (MeV) 

(IL, 2: 4) [Tien [us 
(L, 6,, M) e (U, 8, V,) — (L, &,, M.) e (U, 8, V:) 
Il suffit naturellement de montrer la même formule, dans 
laquelle L, &,, U, et L, 8; U, sont remplacés par L, x U, 


et L, X U,; car alors | et |__ seront, pour n, e MeV, fixé, 
deux applications linéaires continues (voir 2°) dé LOTO 


dans (L, &), M.) e (U, &, V.), qui coincideront sur le sous-espace 


dense L, ® U,. donc sur L, &,, U,. 


A alors le L,, u, e U,, n, e MyeV,, et soient l, e L,, u, e U, 
2 € MeV, leurs images. Soient d’autre part &,e(L, &,,M 2)! 


6, e (U, ®, V.)'; comme À, > À, et M > HO leurs 1 images réci- | | 


proques sont des éléments a,e(L, 8,, M), Be (U, 8, V,)* 
Il faut alors montrer la formule : : 


(II, 2; 5) Tha(&e(L2), B,(t)) = ni (&(L), B,(u,)), 
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‘ee qui résulte + la définition de l,, u,, n:, %,, 8, à partir 
de L, Us, Vi, %, Pa 
Dans le cas spécial À = €, nous laissons au lecteur le soin de 
: eke 
montrer que I", ., application de (LeU) X (Me V) dans 
(L &, M) e (Ue V), est compatible avec les applications linéaires 
continues et le changement de u. 


4° Continuité partielle de [’,, par rapport à £; L, M, U, V, 

 quasi-complets. 

a) Soit u — y. Une partie relativement compacte T% de 
M € V est aussi <-équihypocontinue sur M; x V; (proposition 2 
du chapitre 1); si n parcourt une telle partie, à parcourt 
une partie équicontinue de {£(M;; V), donc aussi bornée dans 
4.(M‘; V)(‘); toutes les convergences démontrées dans le 20) 
sont done uniforme pour ne %, de sorte que les applications 
(l, u)—>T, (1, u, 4) forment un ensemble A-équicontinu 
sur L X U pour n e %, et que par conséquent les applications 
I", (, 4) forment un ensemble équicontinu sur L &; U 
pour ne%; donc [’,,(&, 4) converge vers 0 si £ converge 
vers 0, uniformément lorsque 7 parcourt une y-partie de Me V. 

[On voit même qu’on peut seulement supposer que 7 par- 
court une partie équicontinue de {(M'; V), done, si M est 
tonnelé, que À parcourt une partie bornée de £(M; V), ou 
une partie bornée de Me V]. 

En réalité, il faut une mention spéciale pour le cas À = «. 
Montrons dans ce cas que, si £ converge vers 0 dans LeU, 
et que n parcourt une partie relativement compacte Yo de MeV, 
T’ .(é, n) converge vers 0 dans (L®,M)e(UcV). Or, si W 
et 0’ sont des parties équicontinues de U’ et V’, ~ (u') converge 
vers 0, uniformément pour wu’ e'Wl’, (0) parcourt une partie 
relativement compacte de M (corollaire 1 de la proposition 4 
du chapitre 1), donc Eu!) ® ‘(v') converge bien vers 0 dans 
L 8, M, uniformément pour n € Tb, uw eV’, o e V'; alors [,.(6,n) 
converge vers 0 dans (L&@, M): (UeV) quand ? tend vers 0, 
uniformément pour 7 € Tb. 

La symétrie entre les rôles de § et 7 montre alors que Py, à 


donc a fortiori [’,,., est y-continue. 


jl 
| 


L (‘) Bourgaxi [2], chapitre 111, § 3, n° 6, proposition 7 page 26. 
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b) Soit u = %. La compatibilité de [yy avec le raffinement 
de w (3°) montre que |’, est composé de |',,; et de | applica- 
tion canonique (L&,M)e(U &; V) —(L @; M)«(U &; V). On 
est donc au moins sûr que l'ax(E, n) converge vers 0 si é 
converge vers 0 et que 7 parcoure une partie relativement 
compacte de MeV. Pour À = y, il ne semble pas qu'on puisse 
obtenir mieux. 

Mais supposons A<§%. Nous allons montrer que dans ce 
cas, si £ converge vers 0 et que n parcoure une partie bornée 
Yo de MeV, I's ,(&, n) converge vers 0. Nous reprendrons 
pour cela toutes les convergences démontrées dans 2°, et 
montrerons qu’elles sont uniformes pour 7 e tb. Cela entraînera, 
comme dans 4° a), la conclusion cherchée. Reprenons les hypo- 
thèses 2° a) pour À = (§: 1 converge vers 0 dans L, w parcourt 
une partie bornée ‘Ul de U, n une partie bornée de Tb de MeV. 
Comme «’ est §-équicontinu, à(l) converge vers a dans M;, 
uniformément pour «e€a@’; comme ® est &-équicontinu, 3(u) 
parcourt une partie équicontinue de V’ lorsque 6 parcourt #’ 
et que u parcourt Ul; et comme une partie bornée de MeV 
est <-équihypocontinue sur M, X V, (proposition 7 bis du 
chapitre 1), 7(&(1), B(u)) converge bien vers 0, uniformément 
pour aed’, BER’, ue ll, ve VW. 

Reprenons ensuite les hypothèses 2° a’) pour A= 6: I par- 
court une partie bornée £ de L, u converge vers 0 dans U, 
n parcourt une partie bornée % de MeV. Alors &(J) parcourt 
une partie équicontinue de M’ pour aea’, Le {; 3(u) converge 
vers 0 dans V,, uniformément pour 6 e 8’; et Test e-équihypo- 
continue sur M, x Vj, d’où la conclusion. 

Reprenons maintenant les hypothèses 20 b) pour À = +; 
l'et u convergent vers 0, n parcourt une partie bornée % de 
MeV. Alors &(l) converge vers 0 dans Mj, uniformément pour 
aea'; comme y parcourt une partie %b «-équihypocontinue 
sur M, X V, (proposition 2 bis du chapitre 1), à parcourt une 
partie équicontinue de {(Mj; V), done à ä(l)) converge vers — 
0 dans V, uniformément pour æe&', ne%%; comme 8’ est 
équicontinue sur U X V, la formule (II, 2; 3) prouve que 
Pg x(t, u, n) converge vers 0, uniformément pour n € Tb. 
_Enfin pour À —e, nous allons directement montrer que, 
si € converge vers 0 dans LeU, et que n parcoure une partie 
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bornée ‘tb de MeV, lé .(£,n) converge vers 0 dans (L&,, M)z(UeV). 
Soient ‘Wl’ et 0 des parties équicontinues de U’ et V’. Alors 
É(u') converge vers 0, uniformément pour u’ e Ul’; Tb est bornée 
dans t.(V.; M), donc ‘(Ÿ') reste dans une partie bornée de 
M pour ne%; alors E(u)®'ñ(s) converge vers 0 dans 
L®;M, uniformément pour ue’, » eV’, ne%%; d’où la 
conclusion, 

La symétrie des rôles de — et n, pour À —e, montre même 
que |; ., done a fortiori |’, ., est 6-continue. On voit aussi 
que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets, "aye est toujours 
B-continue de (LeU) X (MeV) dans (L&, M)<(UeV); mais 
il n’est pas certain que l'&. soit aussi $-continue, car il n’y a 
plus ici de symétrie entre les rôles de £ et de n. 

c) Soit u = +. Si À = y, on peut seulement dire que, si & 
converge vers 0 et que 7 parcoure une partie relativement 
compacte de MeV, l';,(E, 4) converge vers 0. Si À = §, on peut 
seulement dire que, si £ converge vers 0 et que n parcoure 
une partie bornée de MeV, [',,¢(&, 4) converge vers 0. Mais 
supposons A< 7. Nous allons montrer que I’, est continue 
méme si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets. Soit d’abord 
A=n. Soit W un voisinage de 0 dans (L8,M)<(U 8, V), 
qu’on peut supposer défini comme l’ensemble des formes 
bilinéaires <-hypocontinues sur (L®,M), x (U8, VX majo- 
rées en module par 1 sura’ X 8’, où &’ (resp. 8’) est une partie 
équicontinue de (L&, M)’ (resp. (U &. V)’). Comme a’ est un 
ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur L XM, il 
existe un voisinage { de 0 dans L tel que ä({) parcoure une 
partie équicontinue de M’, pour « <a’. Pour la méme raison, 
il existe un voisinage U de 0 dans U tel que B(U) parcoure 
une partie équicontinue de V’, pour 6 e ‘8’. D'après la définition 
de la topologie de MeV, topologie de la convergence uniforme 
sur les produits de parties équicontinues de M’ et V', il existe 


un voisinage % de 0 dans MeV tel que PICUX B(u))|<1 pour 
ae, Ge’, net, led, ue. Cela revient a dire que 


Me A ahs gest Koes 
pour lef, wel, ne %. Par passage à la limite, WW étant disqué, 


on en déduit que I’, - (£,n) € W, pour £ dans l'enveloppe de 4 “Ul 
Fe L &-U et ne Tb; comme cette enveloppe est un voisinage 


| L 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


” 2 
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de 0 dans LS, U('), l,- est bien continue, Enfin, pour À = €, | 
nous allons voir que |... est continue de (Le U) X (Me V) 
dans (LS, M): «(0 UV). Soient en effet UW, ', des parties 
équicontinues de ne V' respectivement. Si E converge vers 0 
dans LeU, lu) converge vers 0 dans L, uniformément 
pour u’ <W’; si n converge vers 0 dans 7e V, à(v') converge 
vers 0 dans M, uniformément pour ve‘ donc E(u! Yen (et ) 
converge vers 0, dans L&,M, di: pour we, 
e =, done l?. est bien continue de (Le U) X (Me V) dé 
(L8,M) «(UeV); alors l'.. est continue de 

(L @. U) X (Me V) dans (L 8, M)<(U 8, V), 
done, par prolongement, de 

(L8.U) x (Me V) dans (L 8, M)e(U &e V). 

Soit enfin: p= 6 L, MoU, Ny -non nécessairement 
quasi-complets. Si À > =, on peut seulement avoir les mêmes 


conclusions que pour & = 7. 


Mais, pour A=u=e, I~. est e-continue de 3. 
(LeU) x (MeV) dans (L 6 M)e(U eV), | “ 

et c'est lapplication bilinéaire dre sig hes de cet es 
dans (L 8. M)e (Ue ¥). : A 
Soient en effet £ e Le U, ye Me V. Li .(E »n) définit une appli- 
cation de U! x Vi dans L®,McDeM, qui est définie par 
a (w’, e')~€(u') ® (v'); done, si Pon identifie ( (Le M) (Ge >) 
__ dus sie Us ), il définit la forme guarentee 
7 rae MxuU x [tes ; € iv ah 5 sees aerial as 
Em, wi edt, ‘€w)) (mn, ae ps sn St 11 
CRE mème forme que définit ee men 
V). et entifié ue By ant 


Deane 


D 


if: 
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oartie relativement compacte de M:V, x et u quelconques < +; 
si £ converge vers 0 et que n parcoure une partie bornée 
de MeV, pour À et #< ÿ. Même si L, M, U, V, ne sont pas 
quasi-complets, |’, ;(2, 1) converge vers 0 si = et n convergent 
vers 0 (autrement dit lu, est continue) pour À et u<7; 
M est :-continue pour À —=uw—:. C'est bien ce qui est 
ndiqué dans l’énoncé (1°, 2°, 3°). De plus, si L, M, U, V, sont 
quasi-complets, l,. est u-continue, ce qui est la moitié de 5. 
= 


5° Continuité partielle de ll”, ; par rapport 4 7; L, M, U, V, non 
nécessairement quasi-complets. 
D’après 4° c et d, il n’y a pas lieu de considérer les cas où À 
et u sont < 7. 
ÆSoit alors = une partie y-}-décomposable de L &; U; 
montrons que, si £ parcoure = et que 7, converge vers 0 dans 
eV, l',:(, 1) converge vers 0. Soit donc W un voisinage 
He 0 de (Le, MX(U &; V), défini comme l’ensemble des formes 
ires Éhypocontinues sur (L @, M} x (U &; V}, majo- 
es ‘en module par 1 sur a’ x #, où a’ (resp. #') est un 
se mble u-équicontinu (resp. i-equicontinn) de formes bili- 
Soient À et SG 4 | 
1 He lr pei 4 de L an pari dU 
2s que = soit dans l'enveloppe de £@%U. Alors 2{%) 
te dans une partie équicontinue Al de M pour zea’, 3(U) 
une partie Equcontinee de V’ pour $e%. 
; T est le voisinage de 0 de McV, formé des 4 tels 


nt, 7))|<1 pour me, eŸ, on ate, ed 


S 


ef, zea’, uel, Fan ws done I’ 


ee ee | aS - Ee. SE 


_ ns cet cvs mms" EEE” AN: À à, 4 
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un voisinage de 0 disque À de U tels que %' soit l’image réci- 
proque de %), ensemble A-équicontinu de formes bilinéaires 
sur (Uq)° x V, par l’application canonique U— (Uy)". Si done 
A, est le voisinage de 0 sur (L 8, M)<((Uy)° 81 V) défini par 
les ensembles équicontinus &'c(L&,M), 8) e ((Uy) 81 V)', 
la relation l',3(£, n)e W est équivalente à la relation 
(Du, m) etl’ où (lux n))° est l'image de [yx n) par 
(L 8, M)e(U &@) V) > (L 8, M) e ((Uq)® 8) V): 

Mais d’après la compatibilité de |’, avec les applications 
linéaires continues, (l',,1(5, n)) = lua(£, n), où &° est l’image 
de £ par l'application canonique L &; U — L &; (Uy)", le 
dernier l',1 étant relatif aux 4 espaces L, M, (Uq)’, V. 

Comme = est supposée u-A-décomposable, étant donné UW 
il existe une u-partie { de L, telle que l’image = de = dans 
L 8, (Uq,)° soit contenue dans l’enveloppe de + @ WU’, UW étant 
la boule unité de Uy. 

Comme &’ est u-équicontinue sur L X M, &({) parcourt 
une partie équicontinue It’ de M’ pouraea’; comme %, est 
équicontinue sur Ug, ® V, (Ul) = 3,(‘U’) parcourt une partie 
équicontinue VU’ de V’ pour $ <8’; si alors 1b est le voisinage 
de 0 de MeV constitué par les formes bilinéaires <-hypocontinues 
sur M x Vi majorées par 1 en module sur ‘Wt’ X Ÿ', on a bien 
fe seat! @ UW, W)cW,, done aes He Lu, Yb) < Wi, 
d’où l,,1(2, 1%) cW, et notre assertion est démontrée. 

ce) Soient A > By u < Tr. 

Démonstration analogue à celle de b). 

Ceci achève ce qui est indiqué dans l’énoncé II de la propo- 
sition 2. 


6° Restriction de [’,, , à (L®,U) x (M@ V),(‘) (L, M, U, V, non 
nécessairement quasi-complets). 

Cette restriction est bien séparément continue en £ pour ¥ 
fixé, séparément continue en n pour — fixé dans L@U; elle 
coïncide sur (L®U) X (M@V) avec l’application canonique 
de cet espace dans (L@M)®(U®@V); alors l’image de 
(L@U) x (M®@V),, par continuité, est dans 


((L ®, M) ®,(U ® V))" e (L 8, M) 8. (U 8, V), 


UE) Voir page 18: (M @ V), désigne l’adhérence stricte de M @ V dans MeV. 
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‘et par suite il en est encore ainsi de l’image de (L.®, U) x (M@ V),. 
Cette application bilinéaire de (L&,U) x (M®@ V), dans 
(LS, M) &.(U &; V) est la seule à posséder ces propriétés, 
‘car une application qui la possède coincide avec [',, sur 
i(L@U) x (M®@V), done par continuité, sur 
(L@U) x (M® V),, 
‘puis sur (L®, U) x (M @ V),. Cela donne une caractérisation 
ide |’, indépendante de tout procédé particulier de définition. 
Dans le cas À —e, |", applique (L @ U), X (Me V) dans 
i((L®,M)<e(US8.V) (page 22); comme & et n jouent des rôles 
symétriques, elle applique aussi (LeU) x (M @ V), dans 
(L 8, M)e (U 6. V); 


et nous venons de voir qu’elle applique (L @ U), xX (M@ V), 
‘dans (L &, M) &. (U &. V). 


7° À-continuité de [’., (L, M, U, V, quasi-complets). 

Nous avons vu dans 4°) la u-continuité de [",.. 

Nous allons voir ici que [’,, peut se calculer par l’inter- 
médiaire d’un [l';. d’où résultera sa À-continuité. 

(L &, U) x (MeV) est isomorphe à (VeM) X (U &; L); celui-ci 
a une application continue canonique dans (VeM) x (U 6. L); 
alors 1%. applique cet espace dans (V &; U)e(M &. L) 
(d’après 6°), isomorphe à (L &. M): (U &; V). Nous définissons 
‘ainsi une application A.) de (L &@; U) x (M:V) dans 
(L @. M): (U &; V), A-continue; on peut même dire plus: 
Az, se factorise en (L &; U) X (MeV) > (L &. U) x (MeV) 
suivie d’une application A-continue de cet espace dans 
(L&. M) « (U 8) V). 3 
Nous allons voir que [’., = A.). 

Pour n fixé dans MeV, §>T'.,(2,n) et Ë— A.2(6,) sont 
‘toutes deux continues sur L 8, U. Il suffit donc de montrer que 
[., et A. coincident sur (L ® U) x (MeV). 

Soient donc le L, we U, qe MeV. 

Soient d’autre part se (L @. M), 6e (U ®, V)’. D’une part 
on a (L'.1(1@ u,n)) (2,8) = n(ä(D, 6(u)). D’autre part, d’aprés 
ce qui a été vu page 22 (en échangeant les rôles des divers 
espaces), A., (J ® u, 4), considéré comme application linéaire 
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continue de (U &, V} dans L @, M, est 6 ~ 1 @'% (&( 
(A (LS u, n))(e, B) = alt, (B( 2) =D, (Bu ))=n(&(0) 
ce qui prouve bien notre assertion. 

Remarquons que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi- -complets, 
on peut toujours ra une application A’, symétrique de 
TS... de (LeU) X (MeV) dans (LeM)<(U @, V); cette application 
est A-continue, si À 6. Mais L®, U ne s’applique pas 
dans LeU; il n’y a pas de relation simple entre AZ, et lex. 


u)) ; ere 
(1), 8 


Hypocontinuité de I’, ,(L, M, U, V, quasi-complets). 

Une partie réduite à un point de L@;U n’est pas néces- 
sairement u.-A-décomposable, donc nous ne pouvons pas 
affirmer que |’, soit séparément continue (sauf pour uw < 7, 
À < Tr, ou pour u — €, ou pour Ae). Mais si elle l’est, alors 
les résultats I, II, III, IV de l’énoncé montrent que I’, est 
hypocontinue (') par rapport aux parties u.-h-décomposables de 
L 8, U et aux y-parties (v = sup (A, w)) de MeV. 

Dans ce cas la restriction de |’, 5 à (L &; U) x (M &. V) est la 
seule application bilinéaire de cet espace dans (L.®, M) &.(U &; V), 
qui soit séparément continue, et qui se réduise, sur (L@ U)x(M@ V), 
à l’application bilinéaire canonique dans (L @ M) & (U@ V). 


Cas où certains des espaces sont identiques au corps des scalaires. 
Nouvelles formules. 

Soit U = C, corps des scalaires. Alors l', >; est une applica- 
tion de L X (MeV) dans (L &, M)<V, ind@pels dane de A; 
nous |’ appellerons Dy. Cette application est u-continue, si L, M, 
V, sont quasi- complets, comme on le voit en appliquani ia 
proposition 2, V, pour À — «. Elle définit donc une application 
linéaire continue LG de L®, (MeV) dans (L&@, M)e V. 

Explicitons [’,,. Soidnt le Le neMEeV. D’après la formule 
générale (II, 2; 4), si a est une forme bilinéaire u.-continue 


sur L X M, et si § — »’ est une forme linéaire continue sur V, 
on a 


: lu (1, 1) (4, 9’) = 4( a(L (D), o) = GG )), Kae. 
LL42::6 
Ks = (&(1), 'H(o’)) = a(1, '4(o")), 


(') Rappelons que « hypocontinu » implique d’abord « séparément continu ». 


Vtt PU) 
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ce qui montre que: 


1, 256%) [Mal nll" (a) = AG) eV, 
( MP nl (o") = 


On peut aussi interpréter ces formules comme suit. L’appli- 
cation M,,: m—>1®™m, est linéaire continue de M dans 
L &, M; elle définit done une application linéaire continue 
M,,,® I de MeV dans (L &@, M)eV; on a justement 


Cu, 9) = (Myr @ D). 


La première égalité (II, 2; 6) coincide en effet avec celle 
qui définit M,,® I, soit (I, 1; 1), compte tenu de ce que 
M,,(x) = à(l). 

Si maintenant on fait U = V—C, I’) est une application 
bilinéaire de L X M dans L &@, M, qui n’est autre que l’applica- 
tion canonique, puisque sa restriction à 


(L@C—=L) xX (M@®C=M) 


a cette propriété. 

Si maintenant nous revenons au cas général, l’application 
trilinéaire |’, , de la formule (II, 2; 1) peut s’exprimer comme 
composé d’une Fi fet vd ate Be Si le L, we U, ne MeV, 
on peut considérer d’abord les 3 espaces L, M, V, et construire 
= VE, n)e(L &, MkV; identifions ce Po espace à 
Ve(L 8, M). On peut ensuite considérer les 3 espaces LE 
V, L&, M, et construire Lu, te e (U 8, V)e(L &,M); si ce 
nier espace est identifié à (L &, M)e(U 6; V), on a 


(II, 2; 7) Cua, u, n) = lu, 0 = Eu LG rh. 
On a en effet, d’après (II, 2,6), pour « e (L&,M)', 6 e (U @; V)': 


Py(u, Lu (L, n))(a, 6) = Cull a) (a, B(u) 
= i (&(L), 5 (u)) = Lux (Es u, n) (a, B). 


Il existe naturellement une formule symétrique ; a partir 
ide U, V, M, on peut construire 4 = Lau, n) « (U &; V)eM iden- 
tifié à Me(U ®, V); à partir de L, M, U &; V, on peut construire 
l,(1, 0) e (L 8, M) e (U &; V). 
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On a encore 
(II, 2: HE) Lots, u, n) = Call 0) = Cul, [> (u, n)): 


Les formules (II, 2; 1, 2, 3) nous ont donné diverses expres- 
sions de ([',,(1® w, n))(«, 6); il en existe d’autres. On a 


(II, 2, 74) ([ya(2®u, n)) (a 


Supposons maintenant £eL&@;,U, et n—=m@vreMe@ V. 
Alors Ë a une image €, dans L &. U, et on a les formules 
suivantes, vraies si £ e L® U donc par continuité sie L &; U: 


(II, 2, 7e) (Lyx, m® be as ), ‘B(»)) 

a ('a(m), &,'5(0)) 
E,(‘%(m))), »)=<m, Le (a 2))) 
ee i m) = B(E,(‘(m)), »). 


Les applications [',,.y,. et Age; L, M, U, V, quasi- 
complets. 

Soient +, y, Ÿ, w, 4 lettres parmi les lettres y > Bs Tt, On peut 
former plusieurs applications bilinéaires de (L 8. U) x (M 8, V) 
dans (L 8, M) &. (U &, V), en appliquant la proposition 2. 

a) On aoplicue d’abord 


(L@,U) x (M8,V) dans (L@, U) x (M@, V); 


autrement dit, dans ce cas, la valeur de y n’interviendra plus. 
On applique ensuite le nie espace dans (L 8, M) 8.(U &,, V) 


par l’une des 2 applications définies Ba le OA commu- 
tatif, valable si 9 > w: 


(L&,U) x (M8, V) + (L6,, U) x (M av 


Bu [i 


(L 84M) 8, (U8, V) —(L 8, M) 8, (U 8, V). 
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! A Lan . . 
a') On commence de la même manière, mais on continue 
4 nn A 
par l’une des deux applications définies par le diagramme 
commutatif, valable si o >: 
D 2 


(L 8, U) x (M8, V) 


(U 8, L) x (V 8.M)—(U 8, L) 


(V &.M) 
Po, 4 


.(L&,M) 


1 


x 
(U 8, V) 8, (L. 8, M) > (U&,, V) 8 
8 


(L 8, M) &. (U &,, V). 

Les deux applications définies par a) et a’) coincident si 
elles sont toutes deux définies, c’est-à-dire pour ¢ >, 9 >0; 
en effet, pour le L, we U, n e (M8, V) d’image n, dans M8. V, 
ae(L6,M), fe(U&,V), l’image, par ces 2 applications, 
de ((J®u), 7), prend pour valeur sur (x, f) le même nombre 
ny (&(1), 3 (u)); les deux applications coincident done sur 
(L ® U) x (M&, V), et elles sont toutes deux continues en 
£ sur L®,U pour ye M @, V fixé. 

Il n’y aura done pas d’inconvénient à désigner les applica- 
tions définies par a) et a’) par le même symbole L,,;4 


défini pour 9 > ou 5 > w. 


b) (L &, U) x (M&, V) s’applique canoniquement dans 
(L &. U) x (M &, V), lui-même isomorphe à (M8, V) x (L&.U); 


désormais la valeur de » n’interviendra plus. 


On définira ensuite l’une des 2 applications du diagramme 


eommutatif, valable si y >w: 


(M8, V) x (L&.U)— (M8, V) x (L8.U) 


[Tu [rs 
: (M 8, L) 8. (V 8, U) — (M 8, L) 8. (V 8, U) 
| (L 8, M) 8. (U 6, V) 


b') On commence de la même manière, mais on utilise 


ï 
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ensuite l’une des 2 applications définies par le diagramme 
commutatif, valable si y > Ÿ: 


(M8, V) x (L &. U) 


Ù 
(V 8, M) x (U6, L) — (V8, M) pe Je 


(M8, L)— (V &, U) 


(L 8, M) &. (U 6, V). 


x 

fr 

8. 

| 

G. 

Ici encore, si l’on a à la fois y >w et y > Ÿ, les deux appli- 
cations b) et b’) sont définies et coincident. On désignera done 
par le même symbole, A, ,,y,., l'application définie par b) 
ou b'}, pour y >, ou y Sw. 

L'application I’, de la proposition 2 n’est autre que 
Leur L'application À. 1 = l'. 1 de la page 31 n’est autre que 
Ay, «.<,, définie par le procédé 5’). 

Il ne paraît pas certain que [', 4.4, et A, y.y,.. coincident 
toujours, lorsqu’elles sont toutes les deux définies. Elles coin- 
cident toujours si l’une d’elles est séparément continue. Suppo- 
sons par exemple À séparément continue; [' et A coincident 
sur (L@U) x pe toutes deux sont séparément conti- 
nues en y pour € fixé dans L@U, donc elles coincident sur 
(L@U) X (M&, V); toutes deux sont séparément continues 
en € pour 7 Aue dans (M8, V), done elles coincident partout. 
Inversement d’ailleurs, si tr et A coincident, elles sont séparé- 
ment continues et même v-continues, y = sup (Y, w), puisqu’elles 
ont a la fois les propriétés de bonté de l'et A. 

Remarquons que l’une au HR des deux applications 
[, A, existe si sup (9, y) ‘fei (J, w), et que les deux existent 
som (6, y) ant. { (y, «) 

Remarquons aussi tte let A conicident toujours sur 
(L 8, U) x (M@ V) et sur (L@U) x (M&, V), comme le. 
Ron les formules (II, 2; 6 et 7) pour Let les formules 
identiques qu’on trouve niséunenk pour A. 

Il nous semble certain que I’étude que nous venons de faire 
du théoréme de croisement (proposition 2) et les résultats 
de ces dernières pages n’épuisent absolument pas le problème. | 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 37 


Applications aux distributions. 

Nous énonçons la Lise te suivante comme elle se pré- 
sente dans la pratique avec d6, A, {, espaces de distributions. 
Mais : proposition n’a rien à voir avec les distributions, 
46, À 1, + peuvent être des espaces localement convexes gua 
quasi-complets) quelconques, alors 6(E) désigne % € E. 


Proposition 3. — Soient 36, K, {, 3 espaces de distributions, 
E, F, deux espaces localement convexes séparés (E et F n'étant 
pas nécessairement quasi-complets). On suppose de plus que % 
est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu’il a la propriété d’ap- 
proximation stricte. 

Soit vu une application bilinéaire, (S, T}—SuT, d HXAK 
dans 4, & continue, u < y. Il existe une application bilinéaire, 
(S, T) +$§ u, ae de 36(E) X R(F) dans 4(E 8, F) (et une seule 
su À a la propriété d'approxumation), séparément continue et 
vérifiant (Se) u, (Tf) = (Su T)e e®f, pour Se, Teñ,eeE, 
fer. 

Cette application est alors hypocontinue par rapport aux 
parties bornées de 46(E), et aux u-parties de K(F); elle est 
continue SU LT. 

Supposons d’abord E et F quasi-complets. Il existe d’après la 
proposition 2 une application I’, . de (36 &. E) x (REF) dans 
(36 8,R)e(E &,F). Mais, d6 étant nucléaire, H 8H = 6 8. E, 
et comme 96 a la propriété d’approximation stricte, 
% &.E = #(E) (corollaire 1 de la proposition 11 du chapitre 1), 
donc |’, est une application bilinéaire de J6(E) x A(F) dans 
(46 &, À) e (E 6, F). Comme vu est y-continue, elle définit une 
D don continue u de 46 6, À dans {, donc (u@I)ol x 
est une application bilinéaire de J(E) X K(F) dans L(E @,, F). 

Comme J6, = 46, est nucléaire ('), toute partie bornée de 
#(E) est w-r-décomposable (proposition 1), donc cette appli- 
cation est séparément continue; elle est alors hypocontinue 
| rapport aux parties bornées de 46(E), et par rapport aux 

-parties de Ji(F), et elle est continue pour <t (proposition 2). 

‘lle coincide bien sur (46 @ E) x x (KF ), avec l’application 


bee ®e,T® f)— (SuT)@ @ (e af); et elle est la seule à posséder 


+ (1 Comme # est nucléaire, 6, = 4; (voir note (?), page 16). 
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cette propriété, puisqu elle est séparément continue, que H ® E 
est dense dans J6(E), et que À © F est dense dans R(F), si on 
suppose que a la propriété d’approximation (chapitre 1, 
proposition 11). 

Si maintenant E et F ne sont pas quasi-complets, on remar- 
quera que Se(E) est a fortiori dans #6(E), Teñ(F) est 


dans K(F); on peut alors définir Su,Te W(E Ô- F); mais 
ÊS.F—E8,F, donc S Us Te 4(E 8,F), et les conclusions 
subsistent. 


CororLarre. — Avec les mêmes hypothèses, si 9 est une 
application bilinéaire continue de E x F dans G quasi-complet, 
il existe une application bilinéaire (et une seule si À a la propriété 
d’ approximation) : (S, Tes i Te de #(E) X K(F) dans {(G), 
hypocontinue par rapport aux parties bornées de d6(E) et 
aux u-parties de K(F), continue pour u<T, et telle que 


(S@e)u,(T @f) = (SuT) @ Oe, f), pour Se d6, Te, eeE, 
fer. 


Remarques. — 1° Si 96, À, {, G, sont tous complets, la 
proposition et son corollaire subsistent, en remplaçant E 8, F 
par E®,F, sans qu’il soit nécessaire de supposer que d6 a 
la propriété d’approximation stricte; il a toujours la propriété 
d’approximation, puisqu'il est nucléaire. 

2° Si, au lieu de 46, c’est À qui est supposé nucléaire et 
de dual nucléaire avec la propriété d’approximation stricte, 


È ; . > > 
on peut aussi définir Su, T. 
Si d6 et ont tous deux les propriétés voulues, on 


peut définir deux produits Su,7, mais ils coincident sur 
(46 ® E) X (Hi @ F), et sont tous deux séparément continus, 
donc, d6 et À ayant alors tous deux la propriété d’appro- 
ximation, ils coincident toujours. 

On peut donner d’autres formules remarquables relatives 
a la proposition 3 et à son corollaire. 

Pour Se 96, T—SuT est une application linéaire continue 
de À dans { On peut la noter Us, Alors us, ® Ip est une 


application linéaire continue de A(F) dans {(F); pour i (F),@ 


+ . a7 r 7 
( Us) ® Ir)(T) est aussi l’élément de 4(F) qu’on pourra noter 
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S u T, cas particulier de S u,T lorsque E est le corps des scalaires; 
mais dans ce cas l’opération (S, T)— Su T est élémentaire 
(et ne nécessite d’ailleurs aucune hypothèse spéciale sur 36 
et À), une seule des deux distributions étant vectorielle, 
et nous en avons étudié plusieurs cas au chapitre 1 (multipli- 
cation, page 69, et convolution, page 72). Comme alors on sait 
(page 32) qu'il existe une application bilinéaire |’, de E X (Le F) 
dans {e(E 8, F), on voit que, pour Sed, ee EK, Te K(F), 
> > : Fa , 
Tle, Su T) est un élément de 4(E 8, F); montrons que c’est 
justement Se u,T. D’après ce que nous avons vu à la formule 
(II, 2; 7), on a [,,(Se, T)=T a(e, T'AS, T))= Te, ©). 
D’après la définition même de Se u,T, il est l’image de 


Ds, (Se, T) par l’application canonique ü @ I: 
(46 8, R)e(E 6, F) > Le (E 6, F); 


on peut donc dire que Se u, T résulte de e et C= bits; iT) 
par les opérations : 


E x [(% 8, 5) e F] 


|r. 


(6 8, K) e (ES, F) > Le (E8,F). 


D'un autre côté SuT n’est autre, d’après la relation 
(S U 5 F)= = SU éf, r’», pour tout fs e F', et la 2€ formule 
(II, 2; 6%), que l'élément (v @ Ir) ',(S, T) =(0 @r) (0): 


uT, f’)=Su T, f')= Se (T, D) 
(SuT, f') en Der 


Fig Ue ed ate 


Alors l',(e, Su T) provient de Re par les opérations : 


E x [(68,%)eF]-DE x (LF) 


|r. 


£2 (E 8, F). 
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Alors Videntité de Se u,T et de I, (e, Su T) résulte simple- 
ment de la commutativité du diagramme (formule (II, 2; 4) 
relative a I’,): 


Nous laissons au lec teur le soin d’établir d’autres formules 
du même type; nous les résumons toutes ici: 


Seu, T — Pie, Su T) 
Sepa swine #h 
So, Ter (Sut, f) 
\Su, Tf =0,(S, f) uT. 


(II, 2; 8) 


Si maintenant 0 est une application linéaire continue de E X F 
2 . > = É re => 
dans G, on en déduira, puisque 5 ug T = ae ® i) (S ust les 
formules que nous laissons au lecteur le soin d’établir: 


(Se uyT = Ue Wie 
Se uy T T=Su (Ix @0)l'.(e, T 
Lisd:0 
OTS us TFS (Le F))S v7) 
S uy Tf = (Ing @ 0)0,(S, f)uT, 


où G(e) est élément de 4(F; G) défini par f —0(e, f), et Ÿ(f) 
Vélément de 4(E; C) défini par e—0(e, f). 

Comme 46, supposé nucléaire, a la propriété d’approxima- 
tion, on voit que wee mast Bake S UT) est la seule applica- 
tion linéaire continue de (E) dans 4(E &,F) (resp. ay 
qui vérifie les 2 premières formules (IL, 2; 8) (resp. (IT. 2 ; 9)). 


Si KH a la propriété d’approximation, TS u.T (resp. $ ua T) 
est la seule application linéaire continue de Ji(F) dans {(E 8, F) . 


(resp. {(G)) qui vérifie les 2 dernières formules (IT, 2; 8) (resp. 
11259). 


| 
. 
L 
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§ 3. Produit « scalaire » 
de deux distributions 4 valeurs vectorielles. 
Etude élémentaire. 


Dans l’énoncé de la proposition 4, nous supposerons 44 
space de distributions normal, pour que J6’ soit un 
space de distributions. Mais en réalité la proposition n’a 
en à voir avec les distributions; J6 peut être un espace 
vectoriel localement convexe abstrait, ayant les propriétés 
snoncées dans la proposition, et d6' est son dual; 46(E) et 40'(F) 
désignent d6<E et #'< F. 


Proposition 4. — Soit 4 un espace de distributions (quasi- 
complet) normal, nucléaire, ayant la topologie y et la propriété 
Vapproximation stricte, et de. dual fort 56’ quasi-complet et 
nucléaire. Soient E, F, des espaces localement convexes séparés 
non nécessairement quasi-complets. Il existe une application 
bilinéaire et une seule (2, T)—5.,.T de 3(E) x 4'(F) dans 
E 8. F, qui soit séparément continue et telle que 


(II, 3; 1) e+. Sf = (y.S)e 8, 


pour Led, Se, eeE, fre #; y.S=d, S) () étant le 
produit scalaire défini par la dualité entre d6 et 46’. 

L'application ainsi définie est hypocontinue par rapport 
aux parties bornées de d6(E) et par rapport aux parties compactes 
de #'(F); elle est hypocontinue par rapport aux parties bornées 
de d6'(F) si 46 est tonnelé. 

Soit À un espace ayant les mêmes propriétés que d6, u une 
application linéaire continue de + dans 46, ‘u sa transposée, 
application linéaire continue de 36’ dans +’. Alors 


(11,332) uo-. To ul pour geX(E), Tew'(F). 


7 . tre ire 172 

Comme 4% est quasi-complet nucléaire, 46, = 46, (*), que 
(4 , 
| () Nous emploierons toujours la notation ¥.S pour désigner le produit scalnite de 
ex et de Se %', gardant le symbole (,) pour le produit scalaire CG, e) deeeE 
et de e’eE’. 

_ (2) Voir note (2), page 16. 
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nous noterons J6!; comme 46 est normal, 4’ est un espace de 
distributions. Il suffit alors d’appliquer la proposition 3 à 
l'application u: (4, S)—4.S — Ch, S) de 4 X 4’ dans C, 
corps des complexes; elle est applicable, puisque #4 et 36° 
sont quasi-complets ainsi que E et F, que 4 et 4’ sont 
nucléaires, que 36 a la propriété d’approximation stricte, 
et que 3’, nucléaire, a la propriété d’approximation ('); on 
peut prendre » =y, et u=—§ si 46 est tonnelé, parce que u 
est hypocontinue, d’une part par rapport aux parties bornées 
de 36, et d’autre part par rapport aux parties équicontinues 
de 36’, donc par rapport aux parties compactes de 46’ puisque 
d a la topologie y, et par rapport aux parties bornées de 4’ 
si d6 est tonnelé. 

La formule (II; 3, 2) résulte de ce que les 2 membres sont 
égaux pour ge K@E, Ted @F, et représentent des appli- 
cations bilinéaires séparément continues de R(E) X d'(F) 
dans E 8, F. 


REMARQUE. — 4d’ = 4, a les mêmes propriétés que 4: 
il est normal, quasi-complet, nucléaire, a la propriété d’approxi- 
mation stricte (préliminaires, proposition 4), et la topologie y, 
ainsi que son dual fort (46;); = 46 (ces conditions entraînent 
donc aussi que 46 et 4 soient tonnelés (?)). La proposition 4 
est donc entièrement symétrique, et peut avantageusement 
être énoncée pour un couple d’espaces réflexifs en dualité, 
He, He. 


ExempLes. — On peut définir ¢-,T pour: 


A eS > > 
et dans les cas obtenus en inversant les rôles de get T. Ù 


On peut prendre pour u la dérivation D?, la multiplication 
-- > ‘ 


9——ag,a convenable, la convolution o> S* 8, S conve 
nable, etc... 


(') Scuwarrz [2], exposé 17, proposition 4, page 5. 
(?) Boursaxr [2], chapitre rv, § 3, n° 3, proposition 4, 
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Indépendance de CT par rapport à l'espace 96. 

Supposons que À soit un sous-espace de 96, muni d’une 
topologie plus fine que la topologie induite; alors 96 est un 
sous-espace de +’, muni d’une topologie plus fine que la 
topologie induite. Prenons pour w l'injection canonique de 
K dans d6. Alors (II, 3; 2) montre que, si peñÂ(E) et 

> 


> > — 
Te H'(F), o-,T a la même valeur, que l’on considère 9 comme 


? 
Slément de Ji(E) et T comme élément de S'(F), ou 9 
4lément de 4(E) et T comme élément de #/(F). 

Soit alors 46 un espace ayant les propriétés énoncées dans 
ia proposition 4, et ayant en outre la propriété d’approxima- 
tion par troncature et régularisation. On sait qu’alors 46(E) 
a la même propriété d’approximation (page 73 du chapitre 1). 
Soit alors (a,) une suite de fonctions de 9, convergeant vers 1 
dans & pour y— co et bornée dans %, et soit (¢,) une suite 
de fonctions de 9, > 0, de supports tendant vers l’origine pour 


LL —> ©, foaPo(2) dx = + 1; on a, pour ge d6(E) et TeH'(F) : 
RE lim[ lim ACE ew) | dans  (E), 


yeu] Poo 
(II, 3; 3) «donc 
on T = lim] lim a(g+eu) “8 T| dans E®6,F. 


yoo, Poo 


comme 


Mais, comme nous l'avons vu ci-dessus, on connait 
x À 4 FM car ad * A 
a(gxe,) Fes à dès qu’on connaît ¢, T, %, fu, indépendamment 
de l’espace 4, car on peut le calculer en considérant a(S+ou) 
== 
comme élément de D(E) et T comme élément de D’ (F); la formule 
(II, 3; 3) donne donc un procédé de calcul de PAT qui est 
indépendant de l’espace 96. Ainsi, si $e D'(E) et Te D'(F), 
pourvu qu'il existe au moins un espace d6 ayant les pro- 
> => 
priétés voulues, et tel que ge H(E), Te%'(F), la valeur de 
: = 1 à 
pr T est indépendante de cet espace d6. 
On peut done énoncer: 


| Proposition 5. — L’élément Del défini à la proposition 4 
ne dépend que de ge D'(E) et de Te D'(F) et non de #, pourvu 
que # ait la propriété d’ approximation par troncature et régula- 
risation. 


| 
| 
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Problèmes de supports. 

Dans tous les cas usuels, la dualité entre 96 et 46’ est telle 
que |-S soit nul si les supports de 4 € d6 et Se 46" sont sans 
point commun (C’est ce qui se produira en particulier si 46 
a la propriété d’approximation par troncature. En effet, soit 
d’abord | à support compact; comme 46 est normal, il existe 
des |,<® qui convergent vers J; si «<4 est égale a 1 sur un 
voisinage du support de ), sans point commun avec le support 
de S, «b,e ® converge vers #) = Ÿ dans 46; mais al; S = 0, 
donc ).S = 0. Si le support de Ÿ est quelconque, on consi- 
dérera une suite (4,),_,., . de fonctions de ® convergeant pour 
y—> oo vers 1 dans & en restant bornée dans %, alors a,b 
converge pour vy—> co vers | dans 96, et a)-S — 0, donc 
rte: OÙ id) ane de 

Alors on a aussi 9-,T — 0, si les supports de 9 e #(E) et 
Te%'(F) sont sans point commun. 

Appelons en effet 46, le sous-espace de 36 formé des distri- 
butions à support dans A, sous-ensemble fermé de R'; munis- 
sons-le de la topologie induite par 46. Définissons de même 968. 


Alors (6, Tee est séparément continue de J64(E) X 96a(F) « 


dans E &, F; elle est nulle sur le produit (46, ® E) X (368 & F), 
si AnB—; mais 4,@E est dense dans d64(E) (parce 


que d6,, sous-espace d’un espace nucléaire, est nucléaire, donc — 


vérifie la propriété d’approximation (‘); voir alors la proposi- 
tion 11 du chapitre 1) et 965 @ F est dense dans #(F), done 


CARE 0 pour o e d6,4(E), Te J68(F); enfin #4(E) (resp. J6:(F)) 


n'est autre que le sous-espace des distributions de J6(E) 


(resp. 4'(F)) de support dans A (resp. B) (car 4,(E)Æ{(E;; 464), | 
J6(E) EE; 96); done une distribution ge J6(E) appartient à 
J6A(E) si et seulement si ‘9 (E') < Ha, c’est-à-dire si elle a 
scalairement son support dans A, c’est-à-dire si elle a son 


support dans A; voir chapitre 1, page 61). On peut aller plus 
loin. Prenons #6 = 9. Si oe D(E) est nulle ainsi que toutes ses 
dérivées sur le support de T e D'(F), alors oar est nul. Soit en 
effet B le support de T; appelons 1, le sous-espace de D formé 
des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées sur B. Munis- 


(?) Voir note (1), page 58 et Grormenpreck [5], théorème 9, résultat 1, page 47, 
ou Scuwarrz [2], exposé 19, proposition 4. 


1 
i 
| 
i 
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. . . 8 à — 
ons-le de la topologie induite par 9. Alors 9 € A(E), espace 
(ans lequel Tb, ® E est dense puisque 1, sous-espace d’un espace 
wucléaire, est nucléaire done vérifie la propriété d’approxima- 
BS oe RC Tyo A | ; 
ion. L’application (9, T)—o-, [ est hypocontinue par 
apport aux parties bornées sur ‘Ybp(E) X D;(F), nulle sur 
Mb, & E) X (‘Dp @ F){'), done identiquement nulle. 

Nous pouvons done énoncer : 


Proposition 6. — Si 46 vérifie les conditions de l’énoncé 
de la proposition 4, et si 4.S = 0 toutes les fois que les supports 
de Led et Se sont sans point commun, alors Ont = 0 
joutes les fois que les supports de 9 e d6(E) et Te 46'(F) sont sans 
point commun. Pour 46 = 9, DAT = 0 toutes les fois que 9 e D(E) 
rst nulle ainsi que toutes ses dérivées sur le support de Te D'(F). 
Considérons ensuite la situation suivante. Soient 9 €8(E), 


Te%(F), de supports A et B ayant une intersection com- 
pacte; montrons qu’on peut donner une définition naturelle 


Le le E 8, F. Il suffira pour cela d’appliquer la proposi- 
tion 3 (modifiée suivant la remarque page 38) à 64, Dp, et 
a la forme bilinéaire (J, S)—4:S, hypocontinue par rap- 
sort aux parties bornées sur 64 X Dn() [ba est complet 
ucléaire, comme sous-espace fermé d’un espace nucléaire, 
+t comme c’est un espace de Fréchet nucléaire, son dual est 
aucléaire (*)]. On peut donc définir une application bilinéaire 
‘8, Bi dese >< de &a(E) X 9,(F) dans E®,F, hypocontinue 
ar rapport aux parties bornées; elle coincide sur PACE) X D2(F) 
vec l'application déjà définie sur D(E) x 9’(F) [car ces deux 
pplications sont séparément continues, et coïncident sur 
"9, ® E) x (Ds @ F)], et elle coincide sur &A(E) X &(F) avec 
l’application déjà définie sur &(E) X &'(F). Soit alors a E ?, égale 
à 1 sur un voisinage de AnB.On a Da T= 29 ‘zl = $x aT, 
le deuxième membre ayant un sens puisque « e D(E), Te DAE), 
le troisième puisque ge &(E), PT 2 &'(F). Cette égalité résulte 


(1) Scuwarrz [4], chapitre m1, théorème XXXII. is 
(2) ScuwartTz [4], chapitre m1, § 7, dualité entre & et 8'; première édition, page 90,7 


ligne 18, deuxième édition page 90, ligne 22: ni 
(8) GroruenDiecx [5], théorème 7, page 40, ou Scuwarrz [2], exposé 18, théorème 


age 3. 


Pa 
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’ 2 Oty! 
de ce que les 3 membres sont égaux sur (6, ® E) x (Dp ® F) 
et définissent des applications bilinéaires hypocontinues sur 
> 


— 
&A(E) x Da(F). Cette égalité montre en outre que pe T est 
non seulement dans E &, F, mais dans E 6, F. 


oan aa A # * 

Calcul de o.,'T par intégration usuelle. 
Soient X un espace localement compact dénombrable à 
l'infini muni d’une mesure w >0, E un espace localement 
convexe séparé (non nécessairement quasi-complet). Pour toute 


. > ET . . 
fonction f sur X à valeurs dans E, et toute semi-norme continue 


Q sur E, posons (') 5 
(II, 3; 4) N()=(f(QF(x)}du(r)", 1<p<o. 


Fixons p une fois pour toutes. Sur le sous-espace vectoriel 


A?(E) des fonctions Î pour lesquelles tous les No }(f) sont 
finis, les No, sont des semi-normes; ces semi-normes défi- 
nissent done un espace vectoriel topologique localement 
convexe AP(E); on appelle Af(E) l’adhérence dans A?(E) 
de l’espace des fonctions continues à support compact; c’est 
l’espace des fonctions de puissance p-ième sommable à valeurs 
dans E. Cet espace n’est pas séparé. L’espace séparé associé 


sera noté LP(E) (*), espace des classes de fonctions de puis- 


. Fs , 
sance p-ième sommable. La classe de f e AE) sera notée 


> 


f eLP(E); mais fréquemment, quand aucune confusion ne 
sera possible, nous écrirons, par abus de langage, fe LP(E). Si 


> . . . >= 
K est un compact de X, fx la restriction d’une fonction f 
définie sur X au compact K, ux la restriction de x à K, nous 


(') Nous étendons ici à E localement convexe séparé quelconque les définitions 
données pour E espace de Banach dans Boursakt: [6], chapitre rv, § 3; voir par 
exemple n° 2, définition 1 (les semi-normes N,) et n° 4, définition 2 (les fonctions 
de puissance p-ième intégrable). Nos notations sont différentes de celles de BouRBAKI, 
notamment {? a des significations très différentes dans Boursaxi et ici. Nous 


énongons ici les propriétés de LP(E) sans démonstration (ni référence) ; à notre connais- 
sance ces propriétés ne sont démontrées nulle part. Notons que, méme si E est 


complet, LP(E) n’est pas nécessairement complet (mais il est complet si E est un 


espace de Fréchet). 
(?) Nous écrivons LP(E), parce que LP(E) signifierait LPe E, avec les notations 


adoptées dans ce travail. On a LP(E) € Lr(), avec une topologie plus fine que la 
topologie induite. 


LR 
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erirons fx € L{(E), ou, par abus de langage, fe e Li(E), si pa 
st de puissance p-ième sommable par rapport à ux. 


. > >. = 3 , . 
Une fonction f telle que f° e L?(E) n’est pas nécessairement 
nesurable. Elle est mesurable si E est métrisable. Si E ~ E, 
st une application linéaire continue de E dans un espace E, 


l'image fi de Î e LP(E) est dans L(E,), done mesurable si Er 


st métrisable; en particulier toute fe LP(E) est scalairement 
lans L? et scalairement mesurable. 


Pour que f = L*(E), il faut et il suffit que, quel que soit le 
roisinage disqué ‘ll de 0 dans E, sonimage nao par tq: H+ Ey 
soit dans L’(Eq,). Pour que la classe f de f dans L?(E) soit nulle, 
1 faut et il suffit que, quel que soit le voisinage disqué ‘ll de 0 
lans E, l’image de Î par E — Eq, soit presque partout nulle. 
Jela entraîne que Î soit scalairement presque partout nulle; 
lone que Î soit presque partout nulle si E est métrisable 


puisqu’alors f est mesurable) ou si E’ contient une partie 
lénombrable faiblement dense (voir chapitre 1, page 66). 


1 fe L?(E) prend ses valeurs dans un sous-espace vectoriel F 
le E, elle appartient à L?(F). C’est classique si E est normé, 
parce que fe LP(E) si et seulement si d’une part elle est mesu- 


sable, d’autre part ur |F (x) ||P du(x) < oo ('). C’est encore vrai 
nour E quelconque. Soit en effet 0 un voisinage .disqué 
le 0 dans F; on peut se borner au cas où V=Fnil, U 
voisinage LEE de 0 dans E; alors on a le diagramme 
commutatif 


Se: RÉ < 
rere 


"application ro, q : Fa —> Eq étant injective, et faisant de Fy un 
sous-espace topologique de Eq; li image Ta ° Î de Î eL?(E) par 
i,» Eq est dans L?(Eq,); mais comme Î prend ses valeurs dans F, 


vette i image coincide avec Tay, a ° Tq ° i. et comme Fy est sous- 


4 Boursaxr [6], chapitre 1v, $5, n°6, théorème v. 
| 
| 
: 
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espace de Eq, normé, celà prouve que ry°f appartient a LP(Fœ); 
ceci étant vrai pour tout ‘VU, f est bien dans L?(F). 

Soit Î une fonction à valeurs dans E. Nous dirons qu’elle 
est localement de puissance p-ième sommable si, pour tout 
compact K de X, fre L&(E). 

Le quotient de l’espace de ces fonctions par le sous-espace 
de celles dont l’image dans Lk(E) est nulle pour tout K, 
est noté {(E) ou L?,(E); bien qu’il s’agisse d’un espace de 
classes de fonctions, nous écrirons encore, par abus de langage, 
feW(E), si f appartient a une classe de P(E), c’est-à-dire si, 
pour tout compact K de X, Fas appartient a LA(E). Si alors Q 
est une semi-norme continue sur E, 


Ff ~No.ex(f) = (RQ (@))? du(a))” 


définit une semi-norme sur “?(E); la famille de ces semi- 


normes fait de 4?(E) un espace localement convexe séparé, 
dans lequel les classes des fonctions continues à support 


compact sont denses. On a #(E)e%(E) pour p >q, avec 


une topologie plus fine que la topologie induite. 


Pour p = 0, nous appellerons A¥(E) l’espace des fonctions — 


f sur X a valeurs dans E, telles que, pour tout voisinage disqué 
U de 0 dans E, l’image de f par E— Eq, soit u-mesurable 
et bornée. 

On le munira de la famille de semi-normes 


No, a(f) = Sup. Ess. Q(f(2)) (1. 


L'espace séparé associé sera L*(E). Nous définirons de même 
Lx(E), 4°(E) avec les mêmes abus de langage que pour p fini. 


. 4 4 Es A Th 73 a ET 
Si oe as =) = 1, si e(%) e L*(E), f(z) e Lr(F), le produit ten- 


. = A = A A 
soriel e(%) ® f(&), à valeurs dans E ®,F et que nous note-. 


ë > 2 > À Le SS «gy 
rons pour cette raison e(%) ®, f(%) ou e ®,f, appartient a 


(1) Rappelons que, si g est une fonction numérique p-mesurable sur X, 


M = spi 1 g(x) est le plus petit nombre tel que g(z) <M presque partout pour i. 
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(E ®, F)(‘). Sa classe ne dépend que des classes de e et f, 
st (e, sé 8, f permet de définir une application bilinéaire 
rontinue de L'(E) X _L?(F) dans L'(E @, F). Si e< 1?(E), 
e{(F), alors e &,fe M(E @, F), et on définit ainsi une 
ipplication bilinéaire continue de £?(E) x 4?'(F) dans f'(E ®, F). 

5 f € oe on peut définir son intégrale Saf (a a) du(x) e É; 
ie 18 f(x (x) est une application linéaire continue de L'(E) 
lans É. 

Dans la suite, nous supposerons que X = R', et que uv 


est la mesure de Lebesgue dx. Alors {'(E) est un espace de 
distributions sur R" à valeurs dans É. 


En effet, pour FE, ) et Las on peut poser: 
(II, 3; 5) f (9) = oof (2) 9 (x) dx e Ê. 


Ceci permet de faire correspondre à Î e '(E) une distribution; 
si cette distribution est nulle, l’image Î , de Î par toute appli- 
cation linéaire continue E —E, de E dans un espace de 
Banach est presque partout nulle (parce que mesurable et 


scalairement presque partout nulle), donc la classe de Î dans 
K'(E) est nulle, et la correspondance précédente permet bien 
identifier {'(E) a un sous-espace de D'(E), et l'injection 
He Œ(E) dans ®'(Ê) est trivialement continue. 


Revenons alors à notre étude de DT, pour o eJ6(E), Te J6'(F). 
On a le résultat suivant: 


Proposition 7. — Supposons que # soit un espace de 
Histributions normal sur R", vérifiant les conditions de l’énoncé 
He la proposition 4. Nous supposerons en outre ce qui suit: 
a) & ala propriété d approximation par troncature et régula- 
risation; 

b) 9 e H(E) est définie par une fonction appartenant à 
ME) (1 < p < ©); 


| 8 
| (1) On le voit en utilisant le fait que, pour toute semi-norme continue R sur 
@.F, il existe des semi-normes continues P et Q sur E et F telles que 


(e ile p(e)Qo(f). Voir GroTHENDIECK [4], proposition 2, résultat n° 2, 
pie 31; Scuwarrz [2], exposé n° 2, proposition 1, formule (2). 


} 
| 
| 


4 
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c) à Pre est définie par une fonction appartenant à 


2 (F Wp paige) 


d) 08, T est scalairement intégrable. Alors Jaleo )® = T(x )) dx, 
a priori dans le complété faible (E ®, F)”, est Fes E & aii 


et est égal a o- ite 

(II, 3; 6) nT = | (9(a) 8: T(2)) de. 

Nous ne donnerons pas la démonstration ici, car nous en 
donnerons une plus générale à la proposition 21 ter. Remar- 
quons que b) et c) impliquent que 98,7 soit dans {'(E@.F), 
donc scalairement localement intégrable; elle vérifie donc 
automatiquement d) si elle est à support compact. Remarquons 


aussi que b, c, d, sont trivialement vérifiées si o et T sont des 
fonctions continues, l’une d’elles étant à support compact. 

La formule (II, 3; 6) a une grande utilité pratique. Prenons 
par exemple 4—9, #' = 9’, E et F étant des espaces de 


Banach. Alors ge D(E) = 9(E) (*) a un support compact. 
D’autre part Te D'(F) est égale dans un voisinage du support 


= se « . 
de g (et c’est la seule chose qui importe d’après la proposition 6) 
à une somme de dérivées de fonctions continues sur R*: 


hae > . . . . . 

T=} Df, (voir chapitre 1, corollaire 2 de la proposition 24). 
P 

Alors D’g @ f,, fonction continue à support compact à valeurs 


dans E @.F, est bien scalairement intégrable. Comme 9 a la 
propriété d’approximation par troncature et régularisation, 


on peut appliquer (II, 3; 6) au calcul des D’¢ on fp: p; alors, d’après 
(II, 3; 2) appliquée à la dérivation D? nat de ® dans 9: 
OL, 337) 9. T=3(—1)"'D%9 7, 
P 


= 5-1)!" [09 (e) oF, la) de 


Pp 
La même formule est valable pour 46 = & [ici D’g n’a plus 
un support compact, mais la décomposition T = Dr}, est 
- | 


(4) Scuwarrz [1], proposition 9, page 108, ou ici, chapitre 1, page 62. 
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globale sur R", Te &'(F) = &'(F) ayant un support compact (')] 

et pour 46 = 4 (ici la norme || D’o|l est une fonction numérique 

> 0 à décroissance rapide à l'infini; nous laissons au lecteur 

. r AT * A 

le soin de montrer que, F étant un Banach, T= ¥ DPF, OU 
P 


> 
les fr sont des fonctions continues à croissance lente: 


> k > 
If p(2) |p < C(4 + |a?)* (); alors chaque fonction D’o @ f, 
est continue sur R” et sa norme || Dre © Flinger est a décrois- 
sance rapide done sommable, alors Deo © i, est bien scalaire- 
© 3 > > 

ment intégrable). Dans tous ces exemples D’¢ @ f, est non 
seulement scalairement intégrable, mais intégrable (c’est-a- 
dire appartient à L' (E @,F)). 7 F 

Ces formules nous suggèrent, pour geJd6(E) et Te 4'(F) 
quelconques, la notation. 


(II, 3; 8) o-.T = [,,(¢(x) ®. T(x))da. 


Nous justifierons plus longuement cette notation au §5 
(voir proposition 31). 


Convolutions. 


Bornons-nous, pour simplifier, au cas oeDE), TeD(F). 
Soit Se 6’. On a: 


(II, 3;9) 9(S4T) = (¢*S)-.T = GE +0) (8: ® T) 


(le dernier membre signifie ceci: S:@ T, est une distribution 


sin R® x R' a valeurs dans F; o(— + 7) est une fonction 
appartenant à & sur R" X R’; l’intersection de leurs supports 
est compacte, donc il n’y a aucune difficulté à définir leur 
produit scalaire à l’aide des résultats de la page 45). | 
Les 3 membres sont en effet, pour 5 fixée, des fonctions 
bilinéaires séparément continues sur D(E) X D'(F), égales sur 
_(D@E)x(2'@F), donc identiques. La première égalité résulte 
_ d’ailleurs de (II, 3; 2) (voir exemples page 42). | 


(1) Voir chapitre 1, page 62. : 
(2) La démonstration est identique à celle de Scuw antz [5], chapitre vir, théo- 


| rème VI. 
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Liaison avec des résultats du chapitre I. 


Considérons 9 ¢46(E) comme définissant une application 
linéaire continue L¢ de 46’ dans E. Alors Lg @ I est une appli- 
cation linéaire ne de #' 6,F dans E 6, F; mais 
8, F = 3 8. F (puisque #/ est nucléaire) = #'(F) (ax, H 
ayant la topologie y et la propriété d’ approximation stricte, 46! 
a aussi la propriété d’ approximation stricte, voir préliminaires, 


proposition 4). D’où une application bilinéaire (9, es (Lz ® 1)(T) 
de #(E) x #'(F) dans E 6, F. 

Cette application est trivialement séparément continue sur 
d6(E) X #'(F) (la continuité séparée en T pour 9 fixé est évi- 
dente, la continuité séparée en 9 pour T fixé résulte du corol- 
laire 3 de la proposition 2 du chapitre 1: si 9 converge vers 0 
dans 46(E), Le converge vers 0 dans {(46'; E) donc Le @l 
converge vers 0 dans {(%' ®, F; E 8, F), donc (Le @ I) (T) 
converge vers 0 dans E 8, F pour T fixée). 


Comme cette application coïncide avec (9, T)—9-,T sur 
(36 ® E) X (#' ® F), elle lui est identique. On a donc 


(II, 3; 10) PT = (Le 1) (1). 
On a, pour la méme raison: 
(IL, 3; 44) PT = (Lee I) (9). 


L’ application Lg (resp. L#) n’est autre que l’application 
T—9- TT (resp. pv: 250) lorsque F (resp. E) est le corps des 


scalaires. Elle est de nature élémentaire, et son étude a été 
faite au chapitre 1. Nous voyons delle sert directement à 


définir 9 T pour ge 46(E), Te d6'(F). On peut donc énoncer 
la proposition suivante (qui permettrait de retrouver directe- 
ment toute la proposition 4) : 

Proposition 8. — # vérifiant les _conditions de l’énoncé de 
la proposition 4, T TT ET est, pour o e 56(E), la seule applica- 
tion linéaire continue de #'(F) dans E 8, F qui vérifie 

(II, 3; 12) 9+, Sf = La(S) ef 
pour Sed’, fe re 
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_De même p—>pT est, pour Te #'(F), la seule application 
linéaire continue de #(E) dans E&, F qui vérifie 
(II, 3; 13) be -.T =e ® Le) 
pour Ve #, ee EK. 
On a de plus 
(Pets. 10) 
Cibo: 21) 


-6 ÿ-6 ÿ 
° 


$ 4. Produit «scalaire». Étude générale. 


Dans tout ce paragraphe, © et © seront des ensembles 
saturées de parties bornées de E et F. 


Parties du type ©, parties ©-équibornées; applications sous- 
nucléaires et sous-intégrales. 

Les résultats précédents ne sont vraiment utiles que si E 
et F sont des espaces de Banach; sinon, en effet, les applica- 
tions bilinéaires qu’on trouve dans la pratique sont seulement 
hypocontinues, et non continues; il faut donc pouvoir remplacer 
E 6, F par E 8) F, À — 1,7, ou §. Cela nécessite alors certaines 


e “ De > 
hypothèses restrictives sur 9 ou T. 

Dans la suite À et 46 ne seront pas nécessairement des espaces 
de distributions; mais comme ils le seront dans la plupart des 
applications, nous emploierons les mémes notations que s’ils 
l’étaient. Ainsi -h(E) voudra dire KeE; sig e K(E), Le sera l’appli- 

Se . 
cation 9 de À dans E. 46,(F) sera REF; si Ted6,(F), Lz sera 
l'application T de # dans F. Si 4 est un espace de distributions, 
mais non normal, 40, n’est pas un espace de distributions. 

Soit ge K(E), et soit © un ensemble de parties bornées de E. 

. x” . . . 4 L 
On dira que 9 est du type © si Lg applique toute partie équi- 
continue de #’ dans une partie de E appartenant à ©; une 
partie a de Ji(E) sera du type S si la réunion des images 
par les Lg, ged, de toute partie équicontinue de +h’ est une 
partie de E appartenant a ©. Si G est l’ensemble de toutes 
les parties bornées de E, toute 9 e À(E) est du type © et les 
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parties du type © de K(E)&Æ£(K; E) sont simplement les 
parties bornées. Nous appellerons (ES) l’espace des éléments 
du type © de À(E); nous le munirons toujours de la topologie 
induite par j(E). 

Si maintenant Te 46/(F), et si G est un ensemble de parties 


bornées de F, on dira que T est G-bornée s’il existe un voisi- 
nage de 0 de 46 dont l’image par L# appartient à ©. On dira 
qu’une partie 8 de #,(F) est G-équibornée, s’il existe un vol- 
sinage de 0 de % tel que la réunion de ses images par les L£, T e #, 
appartienne à ©. 

Nous dirons bornée, équibornée, sans spécifier ©, si © est 
l’ensemble de toutes les parties bornées de F. Dans le cas où 
#6 = 9, ces définitions sont conformes a celles du chapitre 1 
page 84. Nous appellerons #'(F; G) l’espace des éléments 
G-bornés de 4,(F); la notation #,(F, G) exprimera qu'il est 
muni de la topologie induite par 46,(F). Nous écrirons 46,(F, f) 
si © est l’ensemble de toutes les parties bornées de F ('). 

Dans les définitions ci-dessus, À, 96, E, F, ne sont pas 
nécessairement quasi-complets. 

Toutefois, si F n’est pas quasi-complet, nous supposerons 
en général que © est un ensemble de parties bornées complé- 
tantes de F. L’ensemble de toutes les parties bornées ne vérifie 
pas cette conditions. Nous emploierons la lettre 6, au lieu de 8 
pour désigner l’ensemble (non nécessairement saturé) de toutes 
les parties bornées complétantes de F (’). 

Enfin on dira qu'une application linéaire A d’un espace 
localement convexe % dans un autre 46 est sous-nucléaire 
(resp. sous-intégrale) si, pour tout voisinage disqué Ÿ de 0 
dans d6, il existe un voisinage disqué A de 0 dans À tel que 


(1) La présente notation est regrettable. Il aurait mieux valu appeler Jb(F; 6) 


l’espace des TeM(F) telles qu’il existe un voisinage de O de M} dont l’image par 
L;e%(; F) appartienne à ©. Pour MN = Hi, on retrouverait l’espace Y6/(F; ©) 
défini ici, seulement si (#64)! = 46, c’est-à-dire si #6 a la topologie y. Dans la notation 
introduite ici, OL(F; ©) n’est défini que si MN est donné comme un dual 3/. Nous 
nous sommes aperçus de ce défaut trop tard pour le modifier. 

(?} Toutes ces distinctions introduisent des subtilités d’un intérêt pratique douteux. 
En pratique, F est toujours quasi-complet, G toujours saturé. Nous traiterons la 
proposition 10 dans le cas le plus général, avec F non nécessairement quasi-complet, 
et © = $, ensemble non nécessairement saturé de parties bornées. Mais nous ne nous 
génerons pas, dans les propositions qui suivent, pour supposer © saturé et F quasi- 
complet, si c’est plus commode pour la démonstration. 


| 
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A(U)c®%, et que l’'apphcation Aq, q: Ra — Hq, définie par 
passage au quotient et prolongement par continuité, soit 
nucléaire (resp. intégrale). Cela revient à dire que, quel 
que soit le voisinage disqué © de 0 dans 4, l’application 
composée À — d6 —> He, de A par l'application canonique de 
36 dans dq est nucléaire (resp. intégrale). 

L’application identique de 46 dans lui-même est sous- 
nucléaire ou sous-intégrale si et seulement si l’espace 46 est 
nucléaire ('). 

Il arrivera dans certaines applications importantes (voir 
page 99) que nous ayons à considérer R(E) pour E non néces- 
sairement quasi-complet. L’espace A(E) est toujours très 
précisément défini comme étant ReEZRT(R,; E(  4.(E,; Ji). 
Mais il peut être délicat à caractériser de façon analytique simple. 
Etudions par exemple l’espace &"(E) (m fini ou infini) (?), distinct 


m 


de l’espace &8*(E) des fonctions m fois continuement différen- 
tiables sur R" à valeurs dans E. Si 5 e 6"(E), à fortiori o € 8m(£), 
donc g est une fonction m-fois continuement différentiable 
à valeurs dans E; mais (De¢)(2), lp|<m, est l’image de 
(— 1)!"|D?(<(x)) e 8" par Lz, donc elle est dans E lui-même, et 
par suite o est m-fois continuement différentiable à valeurs 
dans E lui-même, 6"(E)c&™(E). Mais cette condition n'est 
nullement suffisante. Lorsque x décrit un compact K de R’, 


> . . . 

Dre(x) décrit un compact ®, « de E. A priori l'enveloppe de ®,, x 

dans E n’est pas nécessairement compacte, puisque E n’est pas 
L Pp P puss Pp 

quasi-complet; comme elle est précompacte (*), elle est compacte 


(!) GrormenDiecx [5], théorème 6c, page 34: Scuwartz [2], exposé 12, défini- 
tion 2, page 4, puis exposé 17, théoréme 1, 4°, page 3 et page 4 en bas. 

(2?) Dans Scuwartz [1], nous avons toujours supposé E quasi-complet (voir 
page 92-93). Nous avons défini &m(E) (page 93) comme l’espace des fonctions m 
fois continuement différentiables sur R" à valeurs dans E (quasi-complet). Nous 
avons alors démontré que 8"(E) était identique à 6” G. E (proposition 10, page 109), 
ce qui, puisque 8" à la propriété d’approximation stricte (voir ici préliminaires, 
corollaire de la proposition 3, et chapitre 1, corollaire 1 de la proposition 11), revient 
a dire qu’il est identique à 6”¢E. 

Dans le présent travail, nous sommes liés par nos principes généraux de notation : 
même si E n’est pas quasi-complet, &”"(E) veut dire, par définition, 8"eE. Mais 
alors il n’est plus nécessairement l’espace des fonctions m fois continuement diffé- 
rentiables sur R" à valeurs dans E, que nous noterons 87(E) : 6"(E) c 83 (E) c8"(E). 
La lettre g est l’initiale de général; un élément de 87(E) est un objet plus général 
qu’un élément de 6”(E). 

(2) Boursaxt [1], chapitre 11, § 4, n° 1, proposition 2. 
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si et seulement si elle est complete; remarquons aussi que 
l'enveloppe , x de ®, x dans E est compacte, et quel enveloppe 
dans E est dons compacte si et seulement si ®,Ke E. Nous 
allons montrer que l’hypothèse o e 6"(E) entraîne que ®, x soit 
compacte. Un élément de ®, x peut en effet toujours s’écrire 
ik D'o(x x) du. (x), où x est une mesure portée par K (’); autre- 
ment dit cet élément est Ly g(u), ou (—1)?l Le (D?) (), 
et comme Le applique &” dans E, Ÿ, x est bien dans E lui-même. 
Réciproquement, soit o une fonction m fois continuement 
différentiable à valeurs dans E, pe8y(E), vérifiant la condi- 
tion ®, 

®,,) Pour tout compact K de R", et tout indice de dérivation p 
d'ordre <m, l’ensemble 9, x= U D?¢(a) a dans E une 
enveloppe complete. zEK 

Alors nous allons montrer que De &"(E). Nous savons déjà 
que p e &"(B). Elle définit une application linéaire continue 
Lz de 6” dans E; elle appartiendra à &"(E) si et seulement si 
Lg(é'") cE. Soit donc Se&’", on a S=}D?u,, wu, mesures 


4 


P 
à supports contenus dans un compact K de R". Alors 


Lë(S)= 5 (—1)rl jé D'e(x) du.,(x); l’ensemble U D'o(x) est 
pl <m rek 
un compact ®,x de E, dont nous savons que l’enve- 


Eps ®,x dans E appartient à E. Si fx {@eol<M, alors 
ie D’¢(x) du, (x (x)= Mo, x¢E et Lg(S) sera bien dans E lui- 


méme. En outre, si toutes les parties ®,, K appartiennent à 
un ensemble saturé © de parties bornées de E, o e 6"(E) sera 
du type ©, car si S parcourt une partie équicontinue de &8/”, 
on peut, dans l'intégrale ci-dessus, choisir m et M fixes, 
ainsi que le compact K de R’, alors L3(S) reste dans une 
partie MŸ,, ke ©. La réciproque est évidente. 

Nous avons donc démontré la propriété: 


Proposition 9. — Si E est un espace localement convexe 
séparé, non nécessatrement quasi-complet, l’espace &"(E) = "cE 


(1) Bourgakt [6], chapitre 111, § 4, n° 3, proposition 7. 
(?) Scuwartz [1], n° 3, page 116. 


hs hs ae Pe 
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est l’espace des fonctions 3 m fois continuement différentiables 
sur R" à valeurs dans E, vérifiant la condition: 

®,,) Pour tout compact K de R', et tout indice de dérivation p 
d'ordre <m, l’ensemble ®, x = U D’o(x) a une enveloppe 
complete. tek 

L'espace &" (Eg) est le sous-espace des fonctions + pour 
lesquelles tous les ®, x appartiennent à ©. 

Une partie a de &™ (E) est du type ©, si et seulement si, pour 
tout p d'ordre < m, U ®,,x appartient à ©. 

PECL 

Nous appellerons toujours 9"(E) (qui n’avait été défini 
que pour E quasi-complet, chapitre 1, page 63) le sous-espace 
des fonctions à support compact de 6"(E); il sera muni 
de la topologie limite inductive des D(E), K compacts de 


R*. C’est l’espace des fonctions 9, m fois continuement différen- 
tiables à support compact sur R" à valeurs dans E, vérifiant: 

®!,) Pour tout indice de dérivation p d'ordre <m,®,— U Do (x) 
est un compact de E dont Venveloppe est compléte. 7" 


Le produit scalaire o-, T. 


Proposition 10. — Soient À, 4, deux espaces localement 
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets; on suppo- 
sera ou bien que À a un système fondamental de voisinages 
disqués U de 0 tels que Ky ait la propriété d’ approximation, 
ou bien que a un systéme fondamental de voisinages disqués 
0 de 0 tels que Ha ait la propriété d’approximation. Sout A un 
opérateur sous-nucléaire de K dans d6. Soient E, F, des espaces 
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets. 


On peut définir une application bilinéaire (5, ETS ah 
Es A 


= L . 
(notée aussi 9+,T si aucune confusion nest à craindre), de 


RCE) X {(F; 6) dans E &.F. Elle vérifie 
(IL 45 1) Ye aSf = (AY-Sk 87 
pour Yeh, S = #, eck, fer. 


> 


. ss FA LL , + e 
La forme bilinéaire (9, T) > 9+, aT est compatible avec les appli- 
cations linéaires continues de E et F, et avec les applications 
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linéaires continues de À et #. L'image par cette application 
du produit d’une partie bornée de R(E) par une partie f;-équi- 
bornée de #(F) est une partie bornée de E 8, F. 

Rappelons d’abord que, si How, dual de Jiq, a la propriété 
d’approximation, il en est de même de Ka lui-même donc de 
Hq; done de Ji. Si Hi est un espace nucléaire, il possède toutes 
ces propriétés (avec même Tas et Hp hilbertiens) ('). Si A est 
un espace de Banach, cette propriété revient a dire que ‘i’ 
a la propriété d’approximation. 

Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes. 

: ; = = gi j mc as wes 
Le fait que l’image de 9+,,1T dans E 8, F soit l'élément 9-, T 
défini à la proposition 4 ne sera démontré que plus loin, corol- 
laire de la proposition 19. 


Existence de g rer 


Soit T une application 8,-bornée de 96 dans F, et soit ‘0 un 
voisinage disqué de 0 dans 4, tel que L(V) soit contenu dans 
une partie bornée disquée complétante B de F; alors Lz 
définit par passage au quotient une application linéaire 


continue L+ »,, de d6q dans F3, donc de y dans Fy puisque 
F; est complet, donc une application linéaire continue L + 
de 6» dans F. 

Il existe alors un voisinage disqué ‘Ul de 0 dans i tel que 
Vapplication Aq, q: Aq —> Hq, soit nucléaire. Soit U° le polaire 
de U. Alors Lg, application linéaire continue de ‘Ki dans 
E, définit une application linéaire continue Lz q» de Xp, 
dual de Hy, dans E. 

L'application nucléaire Aq peut être définie par un élé- 
ment © de Kays ®,, Hq. Cet élément est unique si Jig. ou Ha, 
a la propriété d’approximation(*); on suppose justement 
qu'il existe un système fondamental de voisinages U ou % 


(') Grornenpiecx [4], proposition 36, 1, page 167, et lemme 19, page 169; [5], 
lemme 3, page 37. Voir aussi Scnwarrz [2], exposé 14, corollaire page 9, exposé 15; 
théorème 7 page 6; théorème 8, page 7; théorème 9, page 7; exposé 17, proposition 4, 
page 5. 

(?) Grotnenpreck [4], corollaire page 168, n° 3, où E est remplacé par E': si 

E’ ou F à la propriété d’approximation, l’application canonique de E! Q-F dans 
€ (E; F) est biunivoque. Voir aussi Scuwarrz [2], exposé 14, théorème 3, B,, page 7, 
et proposition, Bi page 8. 


qa a 
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pour lesquels il en soit ainsi; nous supposons, au moins provi- 
soirement, cette condition vérifiée pour ‘go ou dy. 

Alors, Kg 8, Ha étant identique à Nao 8, Hq) puisqu'il 
s’agit d’espaces de Banach, 

ieee Sg hae Sie te 

(II, 4; 2) E = (LS qe © Lew) (0) 
est un élément de E &, F, que nous noterons provisoirement 
= + — 

PAs UW, D T. 

Montrons maintenant que cet élément est indépendant 
du choix de U et V; et qu’en outre il n’est nullement néces- 
saire de supposer que ‘iq vérifie la propriété d’approxima- 
tions, s’il existe un système fondamental de voisinages de 0 
de pour lesquels il en est ainsi; si l'hypothèse d’approxima- 
tion est faite sur 4 nous supposerons toujours que Hq à la 
propriété d’approximation. 

Soient done ‘U,, U,, et U,; W,, deux choix de tels voisinages. 

Appelons ‘U, Ü, un troisième choix avec en UM 
UcU,nU,, tel que Jige ou Hy ait la propriété d’approxi- 

A A . Fur 
mation, et que Aq qm: Aq —> Hq soit nucléaire. 

On a le diagramme commutatif : 


wi 
Ne +É 


On en déduit le diagramme commutatif : 


er Tayo 8, Ha, Sigh Lz, , 


E8,F 


ique &. Hey, 


au ® Leo, 

Désignons par © l’élément unique de Fay B, Hay, qui définit 
l'opération nucléaire Ra, — Bey, (élément unique, puisque Taye 
ou dq, à la propriété d’approximation); comme Fig, — JO, 
se factorise en Sia oe Tey: — y, Ç est l’image de tout élément 
f de Kye &,#%, définissant l'opération nucléaire Pau, > Hay, par 
l'application canonique Re 6, Hay, > Kay 8, Hy, Le dernier dia- 
gramme commutatif signifie que l'élément Ë = (L$,y® Le, »,)(2), 
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associé au choix (Ul, V,) de voisinages, coincide avec l’élément 
E, = (LE qe ® Ley) (G) associé au choix (Uy, %,, ads 
On a maintenant le diagramme commutatif : 


Hay pus! > F 
L= q") 


T, 


- Key, L#, à 


d’où l’on déduit le diagramme commutatif : 


Serie. ef Tay sa prune me 


8, Ha, maxi, Gi, At 
Lz, AL? ©, Lz, q) 


Comme a 6, se factorise en Fa, > Hy > Hay, l’élé- 
ment € est image de l’élément © de ‘Jig. @, d6y définissant 
Popération nucléaire Ka, — Hay, par l’application canonique 
Kayo 8, Hay > Kayo ©, Hq. Alors — coincide avec 


6 = (L3,q ® Lz, æ) (0) 
associé au choix (U, Ÿ). Cela prouve done que § = &, 
comme on peut montrer de la même manière que § = &, 
on a bien &, = &, et cela quels que soient les choix de G 
et G, ce qui prouve bien lindépendance de £ par rapport 
au choix des voisinages. 

On peut donc appeler DA T, ou 9-,T si aucune confusion 
n’est à craindre, l’élément £ obtenu indépendamment du choix 
de U, , €. Soit A l’image Lz(U’); c’est une partie convexe 
équilibrée compacte de E. L'image Læ(®) de Vest contenue dans 
une partie bornée disquée complétante B de F. Alors Le qu a est 
continue de Ay. dans Eg, L nr est continue de Ha dans 
l’espace de Banach F3. L’élément (Le qe, à ® Læ w,») (©) appar- 
tient à E, 8, Fy = Eu 8, F3 (voir page 13); et AT est 
son image dans E®@,F. Ainsi o ü aT appartient à l’image 
dans E &,F d’un Fire d'un Ey, 8, Fs, À convexe 2 équilibrée 
compacte, B bornée disquée complétante. Si de plus 9 parcourt 
une partie bornée de #(E), T une partie §,-équibornée de 
H(F), WU et Ÿ peuvent être choisis indépendamment de ® 


TS re ee 
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et Te donc aussi; en outre, A reste dans une même partie 
disquée bornée A, de E, B dans une même partie disquée bornée 
complétante B, de F; comme € est contenu dans l’enveloppe 
de k U°@ V', k>0 convenable, ‘0° image de Ÿ dans Hay, son 
image dans E1,@.F% est dans l’enveloppe de k A, ®B,, donc 
reste bornée, et par suite ere reste borné dans E&,F. 

Si maintenant 0 est une application bilinéaire séparément 
continue de E X F dans G quasi-complet, elle se prolonge 
en une application linéaire continue 0 de E 8, F dans G, et 


on peut définir ool aif} (:,T). Naturellement si @(resp. ©) 
est une famille saturée de parties bornées de E (resp. F), on 
peut définir Se. gl, qui est l’image de oul par l’application 
canonique de E 8, F dans E8,g¢ F 


Compatibilité avec les applications linéaires continues de E et F: 

Si l’on a des applications linéaires continues EK, — E,, 
F, > F,, on en déduit des applications linéaires continues 
A > $2 de À (E,) dans K(E), T, > Ty de #6(F,) dans #,(F,), 
cette dernière appliquant 4, (F,; 8) dans JG, (PF; 6,) parce 
que l’image, par une application linéaire continue, d’une 
partie bornée complétante est bornée complétante. Alors 
Pa . T, est trivialement l’image de +. T, par E, 8, F,— E, 8, F.. 
Considérons en particulier l'élément ¢ de X (f) qui définit 
application identique de X° dans 4,; soit dq) élément de 
H (Hy; 8,) qui définit Papplication canonique F6 — db) ; 
Ÿ est supposé choisi de manière que Lz l’applique dans une 
partie bornée disquée complétante B de F. Ces données défi- 
nissent un élément 3+, %q) de X.@.%%. Alors l'image : de 
cet élément par Lz @ Lz est un élément de E 6, F, qui nest 
autre que L3($) A Est (oo) = ?AT. + 

On peut aussi remarquer ceci. Soient 0 et B tels que Lx 
applique Ÿ dans B, donc que L£ +,» applique #q dans le 
Banach F4. Alors Tu: #—Fs est une application bornée 

a . 4 Far => 

de #% dans Fz, T est son image par Fy —>F; op: Te H 8,F est 
l’image de outs <« E6,F, par Fz > F. On peut donc toujours 
passer par un intermédiaire ou F est remplacé par un espace 


de Banach. 
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Image de +, T dans E 8. F. La formule (II, 4; 4). 


Comme L € y ©,00y définit l'application a — Heyy, E—o AT 
définit l’appplication composée 


Le 0 A Lz V 
EE tap SED seg a lB 


autrement dit l’image £, de £ dans E @.F est tel que l'appli- 
cation Ë, de Ej dans F soit définie par Leo Ao‘Le: 


E, ÈrxAxÈr. 
De même l'élément %, est l'application de F, dans E 
définie par Leo'Ao'Lz: 
tL DEA foie 


Fi ——~ #, —> i, —— E. 

Ceci montre que l’image &, de £ dans E 8. F n’est autre que 
l’image par Lé ® Le de l’élément de Ke 96 qui représente 
l'application A de À dans 4, ce que l’on pouvait aussi voir 
directement. 

Supposons que F soit le corps des scalaires. Alors 


E@,F=E6,F=E, £,—E£, done si Se, 0.15 


n’est autre que l’élément : 
(143) ga S= La(‘A(S)) 


. D . > > , . D] . 
Si maintenant F est quelconque, et si f e F, f définit l’applica- 
7 . . > 
tion continue z— zf de C dans F, donc ce que nous avons vu 


page 61 montre que ¢-,, A(S ® f) n’est autre que 
(I, 45 4) Ga (S@f) = (La(‘A(S))) 9 f. 


Si alors o= v @e, on trouve bien (II, 4; 1), car 
Le (A(S ) = (Y. ‘A(S (S))e = (AY.S)e. Bien entendu, on voit de 


a même manière que si E est le corps des s6alaires; si pe h, 
et 7 e J6,(F; B, 1 


(II, 43 5) Yeon T= Le(Ay)  F, 
et que, si E est quelconque, et si Pe X, ecE: 


(II, 4; 6) yen TL HAN. 
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On voit ainsi que les images, par (9, T) > p. T, de 
(HSE) X (d6(F; B,)) et de R(E) x (4! @ F) sont dans E © F, 
produit tensoriel non complété. 

La formule qui donne £,, image de £ dans E ®. F, montre 


aussi que €, est connu quand = A ge R(E) et Te #! (F; 6,) 


0 


sont connues, sans qu’il soit nécessaire de connaître l’espace i, 
, . . Ire = ap > al 
application A, et l’élément & de +i (E) tel que Ÿ = Ag. 

Si en effet 9, e -+h,(E), 9, e R,(E), si A, et À, sont des applications 
sous-nucléaires de Ki, et hy dans #, et si A,(o,) = A, ($s) e &(E), 
alors les applications A,e‘L3, et Ago‘Lg, de E! dans % coin- 

é ane “à " > = > > 
cident, donc les éléments £, associés à Pi; AT et p,..AT coïn- 
cident. Il serait intéressant de savoir si £ lui aussi dépend 

ea > > > 
seulement de | — A+ et de T, et non de #, A, ® ou 


> > a =e ï 
seulement de + et de S = ‘AT, et non de 46, À, T; nous ignorons 
sil en est ainsi. Voir d’autres développements sur ce sujet 


page 65 (formule II, 4; 11 bis et 11 ter) et page 83. 


Compatibilité avec les applications linéaires continues de / et 
de #. La formule fondamentale (II, 4; 7). 

Soient R:, d6, et hy, 46, deux couples d’espaces; chaque 
couple est supposé vérifier les conditions d’application de la 
proposition 10 ('), relativement à une application sous- 
nucléaire, A,: +, — 4, pour le 1° couple, A,: K,— 46 pour 
le 2e couple. Soient en outre u: h,—>AK,, et 9: 46, > d6;, 
des applications linéaires continues, telles que l’on ait le 
diagramme commutatif : 


L'image (u@ I) 9,= uo, de 9,¢%,(E) appartient à H,(E), 
l'image (‘v ® I) T,—T, de T,¢(#,); (F; B,) appartient a 
(36,). (F; 6,). On a alors: | 

(I, 4; 7) ug, *t; As T, = 1 +; a,'0(T,)- Fr 9 


(!) Nous n’imposons pas la même propriété dans les deux cas : on peut la supposer 
pour #, dans le 197 couple, pour #6, dans le 2°. P 
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Soient en effet ‘U, un voisinage disqué de 0 dans Hz, tel que 
Lz(V_) soit bornée complétante dans F, ‘ un voisinage 
disqué de 0 dans À, tel que A(U,) ce, et que (A2), ®, : 
(Ro)a. > (He), soit nucléaire, ‘U,; un voisinage disqué de 
dans di, tel que u(U,) c U,; on supposera en outre ces voisinages 
choisis de telle Pieters: que la propriété d’approximation 
requise dans la proposition 10 soit vérifiée. Soit @ un élément de 
(K)que 8, (H,)y, définissant l’opérateur nucléaire (Az)q,,,; alors 


(I, 4,8) up AT: = (Li¥,a ® Le, v,) ()- 


Mais L,3 — L3,o'u; de u(U,)cU,, on tire ‘u(U,) Ui, et 
Lid, qe = LS, qe ‘ue en notant ‘ua qe l'opérateur de 
(iy )ayg dans (K,)qyo défini par ‘u. Alors 


(IL, 459) upiua Te = (LE, au © Lo.) (‘Wa que © 1) (). 


Mais (‘ue qe © I) (QG) est un élément n, de (X%,)qu &.(%6.). 
définissant l’opérateur nucléaire factorisé par 


(Fa ay, ies (Xi), EE (62), 
et alors (Ld, qe ® L&, y,) (m1) n’est autre que Dhan he Donc 


(LL, 4; 10) ug, 5 A D IVe En ls: 


De la même manière, en partant d’un voisinage disqué ®, 
de 0 dans 46, tel que es .(@) soit bornée complétante dans F, 
d’un voisinage disqué ü de O0 dans 4, tel que o(V,) € V,, 
et d’un voisinage disqué U, de 0 dans hy, tel que A,(U,) < %,, 
et que (À), 0, : he = (36), soit neat et de maniére 
que les propriétés d’approximation requises soient vérifiées, 
on verra que 


(II, 45 14) GaP = Gino ole 


Mais le diagramme de compatibilité exprime précisément 
que A,ow=voAy, d’où l'égalité cherchée. 

Donnons quelques applications de (II, 4; 7): 

À) Supposons que ‘i soit un espace de distributions normal 
sur R"; alors si, est un espace de distributions. Supposons 
que œ e A(E) soit un élément de 9(E), ayant son support dans 
une partie fermée A de R" (éventuellement A = R"). Appelons 
Ÿ, le sous-espace de ® formé des fonctions ayant leur support 
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dans A; munissons-le de la topologie induite par 9. Alors 
IB(E)<®4, done ‘Lee (E,; D) donc ¢e¢%,(E). Alors 
S = ‘AT € KF; 8,) ¢ cD(F; B,) est une distribution $,-bornée à 
valeurs dans F; soit S, l'élément de (D,)-(F; B,) tel que Ls; soit 


la restriction de Lg e4(9; F) à D, 6, est l’image de § par 
l’application canonique D’ — (D) transportée de l'injection 


Da 9). Alors 9+, res est connu dés qu’on connait ge Da (E) 


> 
Sa e (Da): (F; BG), sans qu’il soit nécessaire de connaître les 


espaces À, 46, l'application À de X dans H, la distribution T ni 


même la distribution S. On a, plus précisément : 
(IT, 4; 11 ng PAT = 04,1 9a, 


le second membre étant appliqué a 9 e DE), S, e (Da). (F; B,), 
I = identité (lidentité oe bien une application sous-nucléaire 
de D, dans D4, parce que ®,, comme sous-espace de Ÿ nucléaire, 
est nucléaire; il a bien alors la propriété d’approximation 
requise dans l’énoncé de la proposition 10, voir page 58). 
Pour montrer notre assertion, il suffit d’appliquer (II, 4; 7) 
au diagramme commutatif: 


ns Ki 4 
aies NE 


où u est l'injection de D, dans K, et » = Aou. Alors ‘vy = ‘wo'A, 
où ‘u est l’application canonique de HK’ dans (D,)’. 

En particulier, si nous prenons A = R", nous voyons que, 
si ¢¢9/(E), PAT est toujours égal à Or AT, 5e D(E), 
ATeD(F;8,), À = identité de D dans 9. 

B) De la même manière, soit 4 un espace de distributions 
normal sur R", de sorte que Hy, a aussi un espace de distri- 
butions normal. | Soit Te DPSS) Cy =" (DL (Fs 6.) < oO; DS). 
Supposons que T ait son support A une partie fermée A de R’. 
Comme L+ est dans (9'), (F; f,), il existe une partie disquée 
._ bornée B dé F dont l’image réciproque (L+) ‘(B) est un voisi- 
nage Ÿ de 0 dans 9’. Le dual (34) de D, peut être identifié 


(1) Voir note ('), page 54. 
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algébriquement au quotient 9'/(D,)° de 9’ par l’orthogonal 
(D,)° de 94 dans 9’. 

Comme ‘Lez(F’) ce D4, ‘Le e4(Fi; Da), done Lz e £((Da).; F), 
donc L+ est continue de o((D,)’, Da) ouc(D’, Da) dans o( F,F") (’); 
alors Ÿ est disqué dans o((D,)’, 94), et absorbant puisque 
voisinage de 0 dans 9’, donc il est voisinage de 0 dans (9,) 


fort = (D4): (*); done T appartient à ((Da).)é (F, By). té 

D’autre part, = Ag appartient à (E)- D'(E); soit va 
l’image de | par l’application canonique D’ — (D,)., de sorte 
que Lj, est la restriction de Lye t(D; E) a Da: Alors DAT 
est connu dès que l’on connaît bs, e (DA) (E) et Te D(F), sans 
qu’il soit nécessaire de connaître K, #, A, 8, Ÿ. Plus préci- 
sément, on a: 


(II, 4; 114) AT = dar T, 
le deuxième membre étant relatif à 


Gae(Da)i(E), Te((2a)):(F; B), 


I identité (I est sous-nucléaire, si (,); est nucléaire; or la 
topologie de (D,)’ est celle de la convergence uniforme sur les 
parties bornées de D,, donc sur les parties bornées des Dx, 
K compactes cA; donc cette topologie est la limite projec- 
tive de celle des (Dx)' ; comme les Dx sont des espaces de Fréchet 
nucléaires, les (Dx)’ sont nucléaires, donc (94) est bien 
nucléaire (*)). 
On utilisera, pour le voir, le diagramme commutatif : 


RAR 
A ay 
SE Ar 


où # est l’application factorisée 36 — D —(D,),, et u=voA 


. . L ; 
alors # est l'injection de 9, dans Hi. 

(') Boursaxr [2], chapitre rv, § 4, n° 2, proposition 6, implication a > b. 

(?) 0 étant faiblement disqué, est le polaire D° d’une partie de Dz; Ÿ étant 
absorbant, D est faiblement borné, donc borné (BourBAKI [2], corollaire du théo- 
réme de Mackey, chapitre 1v, § 2, n° 4), et par suite ® = D est un voisinage fort 
de 0. 

(5) Voir note (3), page 45; voir ensuite GRoTHENDIECK [5], corollaire 2 du 
théorème 9, page 48, et Scuwarrz [2], exposé 17, corollaire 4, page 3. 
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C) Plagons-nous dans un autre cas. Supposons que #4, 
He, Jiy, Ky, Soient des espaces de distributions normaux sur 
le méme espace R’ (les deux couples K;,, d6, et Hy, Hy, véri- 
fiant toujours la propriété d’approximation requise pour l’appli- 
cation de la proposition 10). 

Supposons qu'on ait des inclusion À, ce À, € Hy, Ky cH, € He, 
les injections correspondantes étant continues, et les injections 
Ay: Ky > H, et Ay: K, > H, étant sous-nucléaires. 

Alors pour ge -h,(E) et Te (#,), (F; 6,), les deux éléments 
kar == sus a = . , * 4 . = 
@*:A,T et o+,4,T, où le premier est défini à partir de 9 e A, (E) 
et Te (#,). (F; 6,), et le deuxième à partir de peñ,(E) et 
= 4 . 

Te(3%:) (F;6,), coincident. 

Si maintenant K,, 46,, H,, d6,, K;, d6,, sont trois couples 
d'espaces ayant les propriétés de la proposition 10, et si 
l’on a des inclusions K,cK,c H,, K,cH,c H,, Ky cK, ce H,, 
KR, c H, c H,, les injections correspondantes étant sous-nucléaires, 
alors, pour 9 e À, (E) n À,(E), et Te (%,)L(F; B) n (46,).(F; 8,), 
les éléments 9-,T définis à partir des injections À, — 96, et 
HK, — 46, coincident, puisqu'ils coincident tous deux avec 

= = : ae Oe 

o+,T défini à partir de l’injection A, > 46.. 

D) Si on a seulement les inclusions Ki, c #,, À, c H,, et 
si les injections correspondantes A, et A, sont sous-nucléaires, 
si d’autre part la dérivation partielle D’, ou la multiplication 
par «e&, ou la convolution avec Se &’, opèrent continuement 
de K, dans ki, et de 4, dans #,, donc de (%,) dans (K,), 


et de (#,), dans (#,)., on a, pour ge K,(E) et Te (46,)¢(F; B) : 
Dg -, T = (—1)rige DPT 
(II, 4; 12) ao.T =o+,0T 


Cas où l’application est À nucléaire. 
Lorsque À est non seulement sous-nucléaire mais nucléaire, 


— 
il n’est pas nécessaire de supposer T bornée : 


Proposition 141. — Soient À, 96, deux espaces localement 


convexes séparés, non nécessairement quasi-complets; on suppo- 
| sera ou bien que À a un système fondamental de voisinages 
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disqués À de 0 tels que Kay ait la propriété d’ approximation, 
ou bien que 4 a un système fondamental de parties convexes 
équilibrées compactes H telles que Hy ait la propriété d’ apprott- 
mation. Soit À un opérateur nucléaire de À dans #6. Soient 
E, F, des espaces localement convexes séparés, non nécessairement 
quasi-complets. On peut définir ou ET e E &, F pour ge R(E), 
Te 1(F) (et plus généralement pour Lz application de %& 
dans F transformant toute partie convexe équilibrée compacte 
de # en une partie bornée de F). On à la formule (II, 4; 1). 
L'application bilinéaire ainsi définie coincide avec celle de la 
proposition 10 si cette dernière a un sens; elle est compatible 
avec les applications linéaires continues de E et de F, et avec 


les applications linéaires continues de K et de 36. Si 9 reste dans 


une partie bornée de R(E), et si T reste dans une partie de #,(F) 
telle que, pour toute partie convexe équilibrée compacte H de %, 


L>(H) reste dans une partie bornée complétante de F, alors OAT 
reste dans une partie bornée de E 8, F. 

Remarquons d’abord que 4 vérifie sûrement la propriété 
d’approximation requise si d6, est nucléaire, puisqu ’alors les 
parties telles que H sont des parties U°, ‘U voisinages disqués 
de 0 dans 46, (voir note (') page 58). 

Puisque A est nucléaire, il existe une partie PENG équili- 


brée compacte H, de 4 tel que A se factorise en postes. ‘Hy .— #, 
Ay, nucléaire ('). 

Si les hypothèses d’approximation sont relatives à 4H, 
il existe une partie convexe équilibrée compacte H contenant 
H,, telle que #4, ait la propriété d’approximation; et An: 
À — Hy est a fortiori nucléaire. Si les hypothèses d’approxi- 
mation sont relatives à K, nous prendrons H = H,. Mais 


site d6{(F), la restriction de Lz à Hy definit un élément Re de 
(Hu)e (F) (image de T par l’application #,—> (d6,4)i, transposée 
de l’injection J6,—> 4). Mais 464 est complet, donc toute appli- 
cation continue de ((46,),), = 464 dans F est bornée, et l’image 
de la boule unité H, partie complétante de #4, est complétante 


dans F. Donc Tye (d6u)-(F; B,). La même conclusion subsiste si 


() GrormenDiecx [4], définit 4, 3. page 80, et page 82; Scawarrz [2], exposé 
12, proposition 3, page 4. 
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on part simplement d’une application linéaire Lz de 36 dans E 
transformant toute partie convexe équilibrée compacte H de 96 
en une partie bornée de F (nécessairement complétante puisque 
H est complétante). Alors à partir de e (KE), Ts € (d6n)(F ; Bi), 
Au: À — Hy nucléaire, et compte tenu des propriétés d’approxi- 
mation supposées vérifiées par À ou dés, on peut d’après la 
proposition 10, définir un élément ne de ,.H,6,F. 
Montrons que cet élément est indépendant du choix de H. 
Soient H, et H, deux tels choix. Soit H, l’enveloppe de H, u H,; 
elle est équilibrée compacte('), et K—> dy, est nucléaire, 
puisqu’elle se factorise en Ji Hy,— Hy,. Choisissons H 
à partir de H, comme ci-dessus. Alors H,, H,, H, sont 3 choix 
possibles. Mais la compatibilité avec les applications linéaires 
continues de 4 (formule (II; 4; 7), relative au diagramme 


À < 4 
Wik fae Sabie 
a 6g. E 


et A la proposition 10) montre que le choix H et le choix H, 
donnent le même élément de E 8,F: D Ay Tu = 9 as le. 
Mais alors H et H, donnent aussi le même élément, donc 
H, et H, donnent le même élément, que l’on peut donc noter 
ou ATEES,F. = | 

Supposons que À, #, A, T, vérifient a la fois les conditions 
d’application des propositions 10 et 11. Alors les éléments 


O* RE définies par ces deux propositions coincident. Soit en 


effet H une partie convexe équilibrée compacte de 4 utilisée 
pour la définition de $-;AT d’après la proposition 11: le 


Lee ele 4 = me . 
P+ KT de la proposition 11 est le 9-17 Tu de la proposition 10. 
Mais la compatibilité avec les applications linéaires continues 


de % (formule (II; 4: 7) relativement au diagramme 


et à la proposition 10) montre que le D Ag ul de la proposition 


ste 


() Boursax: [1], chapitre n, § 4, n° 1, proposition 1. 
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10 est égal à o..A T de cette même proposition 10, ce qui prouve 
notre assertion. Nous laissons au lecteur le soin de montrer 
la compatibilité avec les applications linéaires continues de E 
et de F, ou de À et de KH. 


Si T reste dans une partie de 4;(F) telle que, pour toute 
partie convexe équilibrée compacte H de #, L#(H) reste dans 


cd I , L4 
une partie bornée complétante de F, alors Tu, définie précé- 
demment, reste dans une partie {,-équibornée de (dx), (F). 


Si alors g reste dans ! une partie bornée de K(E), la proposition 10 
nous montre que g “; Ag Tu reste dans une partie bornée de 


E 8, F, donc il en est ge même de o. é KE 
La plupart des propriétés que nous démontrerons dans la 


suite pour le OAT défini à la proposition 10 sont valables 


pour le pérneT défini à la proposition 11. Pour ne pas rendre 
fastidieux un ouvrage qui ne l’est déjà que trop, nous nous 
contenterons en général d’énoncer et de démontrer les proprié- 
tés relatives à la proposition 10, qui semblent d’un intérêt 
plus général. 


> > 
Continuité séparée en T pour 9 fixée. 
Il ne semble pas que l’application bilinéaire (9, To T 
soit séparément continue. Mais on peut énoncer ce qui suit: 


Proposition 12. — Soient À, 46, E, F, des espaces vérifiant 
les conditions énoncées dans la proposition 10, À une applica- 
tion sous-nucléaire de K dans HH. Soit © un ensemble saturé 


de parties bornées de E, et soit Ps: «EL l’image de ou xt dans 
E&SF, pour geK(E), TeX{F; 6,). Lorsque o parcourt 
une partie du type © de K(E), et que 3 converge vers 9 dans 


H(F; fi), en restant dans une partie B,-équibornée, ° pe Pau 
converge uniformément vers 0. Si A est non seulement sous- 


nucléaire mais nucléaire, il est inutile de contraindre Le FGF ; 8.) 
A 


à rester dans une partie f,-équibornée. 
Il existe en effet un même voisinage Ÿ disqué de 0 dans #, 


tel que Lx parcoure une partie équicontinue de {(Hq; F). 
Mais puisque ix converge vers 0 dans 46,(F), Lz q converge 
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& A 
vers 0 simplement sur un sous-espace dense de Hq, donc uni- 


formément sur toute partie compacte de Hq‘). Choisissons 
alors U tel que Hq, 4q soit nucléaire; l’image de L3(U") 
reste contenue dans une partie fixe Ae ©, pour toutes les o 
considérées qui forment une partie du type © de A(E). Suppo- 
sons en outre U ou Ÿ choisi de façon à vérifier la propriété 
d’approximation requise dans l’énoncé de la proposition 10. 
Il existe un compact de H de Hy tel que ¢ soit contenu dans 


Venveloppe de U° ® H dans Kayo 8, Hay (*); ont est donc contenu 
dans l’enveloppe de A @ Lz4(H) dans E 8,F, et par suite 


Del est contenu dans l’enveloppe de A @ Lzq(H) dans 
E 8, F, donc converge vers 0 dans ESF, puisque Ae © et 
que L+ @(H) converge vers 0 dans F. 

Supposons maintenant A nucléaire (en nous plagant toujours 
dans les conditions de la proposition 10). 0 étant choisi comme 
plus haut, on choisira une partie convexe équilibrée compacte 
H, de # et un voisinage disqué U de 0 dans & tels que 
Roy — Hu, soit nucléaire(*). Alors, si G est un élément de 
Kay S, Hu, qui définit cette application, l’unique élément € qui 
définit l’application Fa — Hay est image de ©, par l'application 
Hu, > Hy. En modifiant au besoin H, par homothétie, on 
peut toujours supposer que (, est contenu dans l’enveloppe 
de U°@H,; alors on peut prendre pour H (voir ci-dessus) 
l'image de H, dans Hay. Alors Le, y(H) = L&(H,) convergera 


ie 
vers 0 dans F, quand T convergera vers 0 dans (EF), sans 
rester nécessairement dans une partie équibornée. 


Remarque. — Si &, % vérifient les conditions de la propost- 
tion 11, et si A est nucléaire, alors 9 ‘e: aT est défini pour & e À(E), 
Te X/{F); alors si @ parcourt une partie du type © de K(E) et 
que T converge vers 0 dans 4,(F), Gel (défini par la propo- 
sition 11) converge vers 0. 


() Boursaxt [2], chapitre 111, § 3, n° 5, proposition 5. 
(2) Grornenprecx [4], corollaire 1 du théorème 1, page 52, ou ScHwaRTz [I 


exposé 6, corollaire D, page 4. 
(3) GROTHENDIECK [4], définition 4, 3. page 80, et page 82; Scuwarrz [2], 


exposé 12, proposition 3, page 4, 
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La démonstration se fait comme ci-dessus. On choisit U, 
voisinage disqué de 0 dans #, et H partie convexe nee 
compacte de 4, tels que ARE y > Hu soit nucléaire, que 
Koo Ou Hy ait la propriété d’approximation, et que I’ clement i 
de Kh. 8, Hy qui définit Aq, soit dans l’enveloppe de ‘U’ @ H. 
Alors Lg(U°) reste dans une partie Ae ©, Le(H) converge 
vers 0, donc g- en T= (LS > ® Len) (4), qui est dans 
Penveloppe de A®Lz(H), converge vers 0. dans E &, F. 

Revenons au cas de la proposition 10. Si T est fixé dans 
46, (F ; 6,), et que o converge vers 0 dans A(E) ou RE), on ne 
peut pas affirmer que 9 ME converge vers 0; donc (9, T) ge oe à 
ne semble pas séparément continue. Tottélois bien évidemment, 
en vertu de (II, 4; 4), si T est fixé dans J d6’ @ F et que o converge 


vers 0 dans A(E), o -¢ T et même o- si: converge vers 0. 
On en déduit la caractérisation suivante : 


Proposition 13. 

a) Supposons que d6 ait un système fondamental de voist- 
nages disqués Ÿ de 0 tels que Hay ait la propriété d’ approxima- 
tion métrique, et soit A: À — 36 une application sous-nucléaire. 
Alors (¢, T) > @ ‘on A iT: où © est un ensemble saturé de parties bor- 
nées de E, est la seule application bilinéaire de K(Eg) X H.(F; 6.) 
dans E 8e F, qui vérifie (II, 4; 4) et soit continue en T sur 
les parties 8,-équibornées pour o fixée. 

b) St en outre R a la propriété d’ approximation, cette appli- 
cation bilinéaire est la seule qui vérifie (II, 4; 1), et soit continue 
en ® pour T fixée dans #' @F, et continue en T sur toute partie 
B-équibornée pour œ fixée dans R(ES). 

Rappelons que tout espace de Hilbert a la propriété 
d’approximation métrique; donc, si 46 est nucléaire, il a la 
propriété ci-dessus (1). Remarquons d’autre part que l’hypo- 
thèse faite sur 4 entraîne les conditions requises pour appli- 
quer la proposition 10, donc il existe bien une application 
bilinéaire ayant les propriétés énoncées. Il n’en existe qu’une, 
car dans a), elle est connue sur (Eg) x (4' @ F); dans b), 
elle est connue sur ($ @E)X(#'@F), donc aussi sur 
(ES) X (d6' ® F), à cause de la continuité séparée en 9 pour 


(') GrormenDieck [4], corollaire 2, page 181; et [5], lemme 3, page 37. 
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T fixée dans #' ®F et du fait que, À ayant la propriété 
d’approximation, À @ E est dense dans %(E,) (chapitre I, 
proposition 11). Alors elle sera connue sur (Eg) X 4i(F; 6,), 
(ce qui démontrera la proposition), en vertu de la continuité 


<= a Ld 4 r ia Ld 
en T sur les parties $,-équibornées pour + fixée dans 3(E,), 
si nous montrons la propriété d’approximation suivante, que 
nous énoncerons en lemme: 


Lemme. — Si 936 a un système fondamental de voisinages 
disqués © de 0 tels que Hq ait la propriété d’approximation 
métrique (en particulier st #6 est nucléaire), et si © est un ensemble 
(non nécessairement saturé) de parties bornées de F, tout élément 
T G-borné de #{F) est adhérent dans H{F) à une partie 6-équi- 
bornée, contenue dans d' ® F. 

Démontrons done ce lemme. 

Remarquons d’abord que, si Hq a la propriété d’approxi- 
mation métrique, il en est de même de Jdy('). Alors, si 
Te d6.(F; G), il existe un voisinage Ÿ disqué de 0 dans 4 et 
une partie disquée bornée Be@ tels que Lz y,» soit continue 
de 46% dans F5. On peut choisir Ÿ tel que Hey ait la propriété 
d’approximation métrique. Alors Lz,» est adhérente, dans 
£.(Hq); Fr), à une partie équicontinue contenue dans (x) @ F3. 
Cette partie définit une partie G-équibornée de 46.(F), contenue 


dans d6' ® F, et T lui est adhérente dans £(%; F) c 4:(F). 


Continuité séparée par rapport a o pour T fixée. 
Soit © un ensemble saturé de parties bornées complétantes 


de F. Supposons que 9 converge vers 0 dans À(E), et que T par- 


(!) D’après l'hypothèse faite sur Hay il existe une constante N>0 telle que I 
soit adhérente, dans 5 Le Heap Rep): à l'intersection de (Hay ) @ Kay avec la boule de 
rayon N de Lo; Hy). Soit 0<e <1, et soit K un A ke de Hay: Il existe 


ue (Hap; Hay) ? lull] < — N, es 5 hi @ ph, hy € (Ko) "; he Ran, telle que 
(I — u) K| Le. Posons h = Sup “i k)|; ||hi\|). Il existe des h,e 6) tels 


yee 


CS 


_ que (a hal] << Posons » = à hi @h,; ona ve (Hq))’ ® Hq» el <N+e<N+1, 


TE 


\\(I — ») K|| < 2e. Done I est pice adhérente, dans £.(#6q); Ha), à l'intersection ae 
(Hqn)’ ® Hay et de la boule de rayon N + 1 de £2(Hq); #6). 
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coure une partie G-équibornée de 4;/F). Nous allons montrer 
que, si les conditions d’application de la proposition 10 sont 


> > ¢ Fe a 
satisfaites, © «5. A T converge uniformément vers 0 dans E &g F. 
Il existe en effet un même voisinage disqué Ÿ de 0 dans %& 
tel que Lz(V) soit contenu dans une partie disquée B e 6, 

ar a L , Fr . L 
pour toutes les T considérées. Choisissons U tel que Aq: 
Kay > Hay soit nucléaire; U ou Ÿ est en outre choisi de façon 
que agp ou Hq) ait la propriété d’approximation, et que l’élé- 
ment © de Ky 8, Hq qui définit Aq, soit dans l’enveloppe 
de U° ® 0", 0 étant la boule unité de Hay (ce qu’on peut toujours 
réaliser en transformant au besoin U par homothétie). Alors 
FN > Re > ae ne 
l'image g-g. aT de o4AT—= (LS qe ® Lz) (©) dans ESF 
est dans l’enveloppe de L3(U°)®B; comme BeG et que 


Lz(U°) converge vers 0 dans E, cet élément converge bien 
vers 0 dans E && F. Ainsi: 


Proposition 14. Soient K, 4, E, F, des espaces vérifiant 
les conditions énoncées dans la proposition 10, À une applica- 
tion sous-nucléaire de K dans 46. Soit © un ensemble saturé 


de parties bornées complétantes de F, et soit 0's, AT l’image de 
DAT dans E®;F, pour oe K(E), Tei (F; ©). Lorsque T 
parcourt une partie G-équibornée de #6,(F), et que 9 converge 
vers 0 dans K(E), o-¢. AT converge uniformément vers 0. 


REMARQUE. — Si À, d6, vérifient les conditions énoncées 
dans la proposition 11, et que À soit nucléaire, alors si D par- 
court une partie du type © de 4,(F), © étant un ensemble saturé 
quelconque de parties bornées de F, et que @ converge vers 0) dans 
RE), os; AT converge uniformément vers 0. 

Si en effet T parcourt une partie du type 6, l’image par 
Lz de toute partie équicontinue de (96), c’est-à-dire de 
toute partie convexe équilibrée compacte H de %, reste dans 
une partie bornée de F. On peut alors employer la même 
démonstration que ci-dessus, en remplaçant partout Ÿ par H, 
6% par dôn. Si maintenant © est fixée dans K(E), et que T 
converge vers 0 dans #,(F; G), même en restant dans une 


partie G-équibornée, il n’est. pas certain que Dex. AT converge 


bé 
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vers 0; l’application bilinéaire (9, NET AT ne semble 

pas séparément continue. Mais bien entendu si 9 est fixée 
: => 

dans K®E, et si T converge vers 0 dans %/!(F), même 

sans rester dans une partie G-équibornée, © “c AT et même 

> > 

p.A T converge vers 0, en vertu de (II, 4; 6). Alors: 


Proposition 15. — Supposons vérifiées les conditions requises 
pour l’application de la proposition 10. 

a) Sit À a la propriété d approximation, (0, Tee PT 
où © est un ensemble saturé de parties bornées complétantes 
de F, est la seule application bilinéaire de K(E) X &,(F; 6) 
dans E ®z F, qui vérifie (II, 4; 6) et soit continue en g pour T 
fitée. 

b) St en outre #, a la propriété d’approximation, c’est la 
seule application bilinéaire qui vérifie (IT, 4: 1), et soit continue 
en T pour 9 fixée dans RE, et continue en o pour fT fixée 
dans #,(F; ©). 

Dans a), l’application est connue sur (# @ E) X 46,(F; ©); 
dans b) elle est connue sur (A @ E) X (36 @ F), donc sur 
(K @ E) X HUF; 6), à cause de la continuité en T pour o 
fixée dans K @ E, et du fait que 46, a la propriété d’approxi- 
mation (chapitre 1, proposition 11). Ensuite elle est connue 
sur K(E) X Æ{F; G) à cause de la continuité en o pour T 
fixée et du fait que À a la propriété d’approximation. 


Calcul de °°; AT lorsque A est seulement sous-intégrale. 


Proposition 16. — Soient K, #, E des espaces localement 
convexes séparés non nécessairement quasi-complets, À une 
application sous-intégrale de À dans 4. L'application canonique 
A@I:K@E—4#@ E est continue de À @, E dans 36 @, E. 

Soit &(K, E) l’espace des formes bilinéaires continues sur 
% x E; nous le munirons de la topologie ®, (3, E) de la 
convergence simple sur 4 X E, topologie qui n’est autre que 
o(B(K, E), H@E). Un système fondamental de voisinages 
de 0 de X@.E est constitué par les polaires (U’ ®&")’ des 
produits tensoriels de parties équicontinues U’, &°, de H’, E’. 
Mais (U°@6°) est aussi le polaire (UL? @ 6°) de (U°@6°)", 
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enveloppe de U°@ 6° dans %,(, E) ('); une partie contenue 
dans une partie telle que (‘U’ @ 6°)” est appelée un ensemble 
équi-intégral de formes bilinéaires sur À X E, et la topologie 
de K®, E est donc celle de la convergence viitifornte sur les 
parties équi-intégrales de #(K, E). 

Par ailleurs un système fondamental de voisinages de 0 
de # ®, E est constitué par les polaires des parties équicontinues 
de &(#, E). Tout revient donc à montrer que, si ‘M est une 
partie équicontinue de @(#, E), son image réciproque par 
A ®@ I est une partie équi-intégrale de B(R, E). Comme MN est 
équicontinue, il existe des voisinages disqués Ÿ et & de 0 
dans 4 et E tels que toute forme $ appartenant à M soit 
majorée par 1 sur Ÿ X &; alors chacune de ces formes § 
définit une forme bilinéaire continue {q) sur Hay x E, majorée 
par 1 sur Ÿ x &, U étant la boule unité de Hq, adhérence de 
l’image 0° de Ÿ dans Hq); l’ensemble M; des fq est une partie 
équicontinue de 8 (Hq; E). 

Comme A est sous-intégrale, il existe un voisinage disqué 
U de 0 dans K tel que Aq, a: ‘iq, Hy soit intégrale, c’est- 


a-dire limite dans A Kay; Hey), muni de la topologie 
Lay ; Hay) = o(¥ (Kay ; Ha), Ray ® Hiyo) de la convergence 
simple faible, d’un produit tensoriel d’une partie équicontinue 
de Ago par une partie bornée de #®(*); en changeant au 
besoin U par homothétie, on pourra supposer que Aq, q est dans 
Venveloppe de U°® Ÿ', ou encore de U°@%’. 

Soit 6 e Nt. Son image ee A*6 par A @ I est la forme 
bilinéaire (k, e) > (Ak, e ) = Fal (Ak)", e) (où (Ak)' est l’image 
de Ake & dans Hy) = By(Ag, o(k’), e) (où k' est l’image de k e & 
dans y). Nous allons montrer que A*$ est dans la partie 
équi-intégrale (U°@6°)" de K(K, E), pour BeM, et cela 
prouvera notre proposition. 

Ce serait trivial si A eer de la forme w’ < v,u eve; 
car alors on aurait A*6(k, ={#", ky B( Bo, e (iy k) (Bite ys e) 
(notations de la page i9) donc A*6 = wu’ Su (v); or ue", 
et B(») e &° puisque 6 est majorée par 1 sur Ÿ X 8. Si maintenant 
A est de la forme YAu,@s, avec ueU°, ve, SA]<1, 

v y 


(} Boursaxr [2], chapitre rv, § 1, n° 3, proposition 3. 
(?) Grornenpiecx [4], définition 7, 2, pages 126, 127. 


PCY me 
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ae ! . 
auquel cas Aq a= YAU, ® », est dans l’enveloppe convexe 


“ye r ¥ e . 
équilibrée de U°@%V, c’est encore évident, car alors 
* n / , 4 
A B= Lavy ® B(»,) est dans l’enveloppe convexe équilibrée de 


U° @ 6°. Soit maintenant À quelconque, telle que Aq, soit 
dans l’enveloppe de U° @ Ÿ’. Il existe alors un filtre de (Aj)q,», 
appartenant à l’enveloppe convexe équilibrée de U°@ Ÿ° dans 


L (Fay ; Hq), et qui converge vers Aq, » dans CAGE Hay) ; (A je, 9 
est nécessairement de la forme D À, ju, ® js D ASS, 


u, je U’, »,;¢0, donc on peut supposer que chaque (Aja, 
provient d’une application continue A, = >) Ay, ju,,®#,,; du 


type ci-dessus. On a vu que Aj est dans l'enveloppe convexe 
équilibrée de U°@6°; si donc nous démontrons que AÿB 
converge vers À*G dans #,(i, E), nous aurons bien démontré 
que A'Be(U, @ 6°)” pour Be NM, et la démonstration sera 
terminée. D’après la définition même de la topologie %,(si, E), 
nous devons montrer que, pour tout ke, et tout eeE, 


lim AjG(k, e) = AK, e). 


À 
Or cela revient à écrire lim By((A;)a, o(K’)s e) = Bol Aa. (x), e), 
ou encore j 


Him(A)u0() —‘Folel=Cavl), Ble 


ce qui résulte précisément de ce que (Ajay, converge vers 
Nao dans (fai; Hy), c-q-f.d. 

Remarque. — La démonstration montre méme que, si A 
varie de telle manière que Aq,q reste définie et reste dans 
l'enveloppe de U° ® Ÿ dans Las; Roy), alors A*$ reste dans 
(U’ @ 6°)” pour Be M. 

On en déduit que, st A parcourt un ensemble équi-sous-inté- 
gral d’ applications linéaires de Kk dans # (ce qui signifie que, pour 
tout Ÿ, on peut choisir le même ‘Ul pour tous les À considérés), 
A*6 parcourt une partie équi-intégrale quand § parcourt une 
partie équicontinue, donc À parcourt une partie équicontinue 


de {KR ®. E; # ®,, E). 


Proposition 17. — Soient À, 46, E, F, des espaces localement 
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets); suppo- 
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sons que À ait la propriété d’approximation stricte. Soit À une 
application sous-intégrale de K dans 96. Soit © un ensemble 
saturé de parties bornées de F. Alors on peut définir une applica- 
tion bilinéaire (9, T) > $-g,a T de K(E) x &(F; 6) dans E 85 F, 
qui vérifie (II, 4; 1), (II, 4; 4), (II, 4; 6). St T parcourt une 
partie ©-équibornée de #,(F), et que 9 converge vers 0 dans K(E), 
Og, À T converge vers 0. Cette application bilinéaire est compatible 
avec les applications linéaires continues de E et F, ou de & 
et À ('). 

Cette application bilinéaire est la seule qui vérifie (IT, 4; 6) 
et soit séparément continue en Q pour ay fixée; si en outre H, 
a la propriété d’approximation, c’est la seule qui vérifie (II, 4; 1) 
et soit continue en T pour o fixée dans À  E et continue en 9 
pour i fixée dans 46,(F; ©). 

Si les conditions requises pour l’application de la proposition 10 
(ou de la proposition 11) et de la présente proposition sont sumul- 
tanément vérifiées, les éléments 2's; ALL définis par ces deux 
propositions coincident. 

D’après la proposition 16, A applique continuement & ®, E 
dans 46 8, E. Si T e 46,(F; G), il existe un voisinage disqué V 
de 0 dans # et une partie bornée disquée B e © tels que L+ 8 
soit continue de 46» dans F3; alors (Lz  »r ® I) applique 
continuement Hq ®,E dans F,:@,E, donc a fortiori #®,E 
dans F, ®, E, que nous identifierons à E ®, Fs. Mais l’appli- 
cation canonique de E @ F»; dans E @ F est continue de 
E ®, Fs dans E®zF; si en effet W est un voisinage disqué 
de 0 dans E @;F, il existe un voisinage & de 0 dans E tel que 
6@BcW, puisque Bed; alors l’enveloppe convexe équili- 
brée de 6@B, qui est un voisinage de 0 de E @, Fs, est bien 
contenue dans W. Alors finalement l’application L+@ I: 
ÉSE—ESF est continue de #8,E dans E@;F, puis- 
qu'elle se factorise en 46 8, E> Hy 9, E>E®, Fy > EesF. 

La composée (Lz#®@I)o(A@I)=((LgeA)@I) est donc 
continue de #®,E dans E @;F. Elle se prolonge en une 


(?) Naturellement si F, > F, est une telle application linéaire continue y, et si 
©, (resp. ©.) est l’ensemble de parties bornées considéré dans F, (resp. F,), on doit 


supposer que, pour toute A, eü,, A, = (A,) appartient à G,. Nous laissons au 
lecteur le soin de démontrer cette compatibilité. 
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application linéaire continue de À 8, E dans E 8; F; comme & 
a la propriété d’approximation stricte, A(E)—X%:E est 
contenu dans #8. E (chapitre 1, proposition 11), on a donc 
bien défini une application bilinéaire de (E) x J6,(F; ©) 
dans E 8; F. On pourra noter o *G. aT l'élément ((LzoA)® I)(¢) 
ainsi obtenu. Si T parcourt une partie G-équibornée de 4,(F), 
on peut choisir Ÿ et B fixes dans la démonstration précédente, 
donc les ((L&o À) @ I) parcourent une partie équicontinue de 
RS. E; E@G;F) donc aussi de {R(E); ESF); si alors 9 
converge vers 0 dans A(E), 9-¢., T convergera uniformément 
vers 0. D’après sa définition même, l’application bilinéaire 
vérifie (II, 4; 6), done (II, 4; 1); elle est la seule a vérifiée 
(II, 4; 6) et à être séparément continue en o pour T fixée, 
puisque K@E est dense dans K(E). Cela prouve, d’après 
la proposition 15, qu’elle coïncide avec l’application définie 
par la proposition 10 si celle-ci existe. L’application vérifie 
aussi trivialement (II, 4; 4). Elle est la seule à vérifier (II, 4; 1) 


. a Ta , 
et à être séparément continue en T pour 9 fixée dans H@E 


et en o pour T fixée dans #/!(F; G), lorsque À et 9; ont la 
propriété d’approximation, puisqu'elle est alors connue sur 
(X@E) x (#' @F), donc sur (R@ E) X 4.(F; ©) donc partout 
(voir proposition 15). 


Remarque. — 1° L’énoncé de la proposition 17 n’est ni 
plus fort ni plus faible que celui des propositions 10 ou 14; 
il suppose une propriété d’approximation sur J seulement 
(alors que la proposition 10 supposait ces propriétés sur tous 
les Rae (ou les #%)), mais c’est une propriété d’approximation 
stricte (alors qu'il ne s’agissait dans la proposition 10 que 
d’approximation simple); A est ici sous-intégrale, alors qu’elle 
devait étre sous-nucléaire dans la proposition 10; mais nous 
ne définisssons O's: AT que si if est G-bornée, alors que la 
proposition 10 supposait seulement T G,-bornée et définissait 
même 9+, T. 

90 Bien entendu, si K vérifie seulement la propriété dapproxt- 
mation, on aura seulement que À<E est un sous-espace dense de 
%@,E, et la démonstration précédente, convenablement 
modifiée, montre qu’on peut quand même définir un élément 
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2 ne 2 
© AT; mais il appartient seulement à E&gF; les autres 
propriétés sont conservées. 

30 La formule (II, 4; 11 bis) est encore valable, avec la 
même démonstration. Cependant ici® g1 94 (avec Sa e (DAX(F ; ©) 
pour Te HF ; G)) est seulement, a priori, un élément de E &;F, 
car D, a la propriété d’approximation, mais peut-étre pas la 
propriété d’ approximation stricte. C’est sans importance pour 
la démonstration, et finalement, puisqu’il est égal a o & aT; 
il est dans E &;F. 


Continuité par rapport a l’ensemble des variables 8, ù à 


Proposition 18. — Supposons vérifiées les conditions énoncées 
dans la proposition 10. Soit © (resp. ©) un ensemble saturé de 
parties bornées de E (resp. bornées complétantes de F). Alors 


l'application bilinéatre (6, Ta 9° aioe est continue (resp. 
uniformément continue) sur tout produit de (Eg) (resp. d’une 
partie du type © de R(E)) par une partie 6-équibornée de 
CF). PS, Parishad: 

Si F est quasi-complet, (5, T)—9-¢,, T e E 8g F est continue 
(resp. uniformément continue) sur tout produit de R(E) (resp. 
d’une partie bornée de R(E)) par une partie équibornée de H;(F). 

St les conditions énoncées dans la proposition 11 sont vérifiées, 
et st © (resp. ©) est un ensemble saturé de parties bornées de 


E (resp. F), l'application bilinéaire (6, T)>G-eg.aT de 

RES) X d6(Fg) dans ES gF est hypocontinue par rapport 

aux parties du type © de R(E) et aux parties du type © de HF). 

L'application  bilinéaire (9, Ty Lee “AT de K(E) X 4,(F) 

dans E ®,F est hypocontinue par rapport aux parties bornées. 
Il suffit (en remarquant, comme toujours, que 


P'ecAT—P'eAT: = (&—%) ‘e GAT + Po *& GA (FT) 
d'appliquer successivement les propositions 14, 12 et les 
remarques qui les suivent. 


Propriétés de o-,,,T pour A sous-intégrale. 


Proposition 19. — Soient À, 36, E, F, des espaces localement 
convexes séparés (non nécessairement quasi- complets); suppo- 
sons que À ait la propriété d’approximation stricte. Soit À une 
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application sous-intégrale de K dans #. On peut définir une 
application bilinéaire (6, T) our de RA(E) X 4£,(H; F) dans 
E 6, F, qui vérifie (II, 4; 1), (II, 4; 4), (IL, 4; 6). Si Le parcourt 
une partie équicontinue de {(3; F), et que & converge vers () dans 
RE), o..AT converge vers 0. Cette application bilinéaire est 
la seule qui vérifie (II, 4; 6) et soit séparément continue en o 
pour T fixée. Si en outre 4, a la propriété d approximation, 
c'est la seule qui vérifie (II, 4; 1) et soit continue en ay pour 9 
fixée dans KH ® E et continue en S pour sf fixée dans (4; F). 
Si T est b- bornée Pr re est l’image dans E 8, F de l’élément 
S-sAT de la proposition 17. 

Si les conditions requises pour l’application de la présente 
proposition et de la proposition 10 (ou de la proposition 11 
ou 17) sont simultanément vérifiées, les éléments DAT définis 
par ces deux propositions coincident. 

La démonstration est la même que celle de la proposition 17, 
mais plus simple: (A ® I) applique continuement #®,E dans 
% ®,E, (L¢@1) applique continuement #6®,E dans F@,EK 
identifié à E @-F, d’où le résultat. 


> 


Remarque. — Si © parcourt une partie y-Tr-décomposable 
de R(E), ou plus généralement une partie dont l’image par A ® I 
soit y-x-décomposable dans # 8, E, et que T converge vers 0 
dans {(H;F), alors g+z.,T converge vers 0. 


Nous laissons au lecteur le soin de le montrer. Bornons-nous 
au cas particulier où % a la topologie y. Alors £(36; F) = d6,(F) 
(corollaire de la proposition 5 du chapitre I). L’application 


[,< (proposition 2) définit, a partir de (A@ I) 9 e J6 8, E, 
T dlc F, un élément l,.((A ® I) ¢, T) de (6 8, 3;) ¢ (ES, F). 
Soit u la forme bilinéaire définissant la dualité entre 96 et d6;; 
elle est hypocontinue par rapport aux parties convexes équi- 


librées compactes de 36, et aux parties équicontinues de #', 


done par rapport aux parties convexes équilibrées compactes 
de #, puisque # a la topologie y; alors elle définit une forme 


linéaire continue ü sur 4 @.,4.. Donc (u @ I) Py ((A @ 1) 9, T) 


| est un élément de E &, F. Cet élément n’est autre que ®+.A 1; 


car les deux applications bilinéaires définies ainsi, l’une par 
6 
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la proposition 18, l’autre par la proposition 2, vérifient (II, 4; 6) 
[posons l= Ay, Le X, D 6; n=T, a= undoncmä=: Las 
quelconque; L=#, M—%!, U=E, V=F; la formule de 
définition (II, 2; 1) donne 


(G 6)l,.((N@ (bee), F) = FAY, 50) 
=(Le(A4), Ble) = Ble, Le(AY))s 
comme c’est vrai pour @ arbitraire, cela revient bien à dire que 
(5eDr,,((A81(y@e) T) =e @Le(AY), 
ce qui est (II, 4; 6)] et sont continues en 9 pour T fixée. Alors 
la proposition 2 indique bien que, si (A @ I)5 parcourt une 
partie y- -r-décomposable de 4 6, E, et que T converge vers 0 
dans dF, [’y, . ((A ® 1)9, T) converge vers 0, d’où le résultat. 
En particulier, la proposition 1 montre que, dans les conditions 
de la proposition 19, st 46 et E ou À et E sont des espaces de 
Fréchet, ou si À; ou d6, est nucléaire, (3, T)—9- *n: “ahi est hypo- 


continue par rapport aux parties compactes de R(E) et aux 
parties équicontinues de (36; F). 

CoRoLLAIRE. — Soient À = # nucléaire, À = I, les condi- 
tions de la proposition 4 étant réalisées. Alors l’élément DT 
défini à la proposition 4 coincide avec celui qui est défini à la 
proposition 19; wl coincide avec ceux qui ont été définis aux 
propositions 10 ou 11 ou 17 si ces derniers existent. 

Les conditions de la proposition 4 entraînent celles de la 
proposition 19; comme # a la topologie y, £(#; F) = #:(F) 
(corollaire de la proposition 5 du chapitre 1). Les applications 
bilinéaires définies aux propositions 4 et 19 coïncident alors 
sur (46 @ E) x (4 ® PF}; et comme elles sont toutes. deux 
séparément continues en T pour 9 fixée dans # ® E et en Q pour 
T fixée dans #! (F), elles coincident partout sur 46(E) x #/(F). 
Si en outre on peut appliquer, soit la proposition 10, soit la 
proposition 11, nous avons vu a la proposition 19 qu’on trouve 
nécessairement le méme résultat. 

Remarquons qu’en tout état de cause la proposition 19 
est plus forte que la proposition 4. Nous aurions pu éviter 
d’écrire le § 3 et nous contenter du § 4; mais le $ 3 est plus 
élémentaire, et c’est pour cette raison qu'il est écrit. 
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Indépendance de o.. AT et die Aas par rapport à l’application 
À et aux espaces À, 4. Problèmes de supports. 


PROPOSITION 20. — Supposons vérifiées les conditions de 
la proposition 10 (ou celles de la proposition 17 dans a)). Alors 
oA T est connu dès que 9 et 5 = ‘AT sont connus, sans qu’il 

. , . a ar à A CA 
soit nécessaire de connaître 46, À, A ni même T, pourvu que 
peŸ(E) et que À soit normal; de même il est connu dès que 
> ie => 
Y = Ag et T sont connus, sans qu’il soit nécessaire de connaître 

* _ > ‘ 
d6, À, À, ni même ©, pourvu que Te D(F; 6,), et que # soit 
normal. D'autre part: 

a) Si & est un espace de distributions normal sur R", ayant 
la propriété d’approximation par troncature et régularisation, 
st © est un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F, 

. a Le . nu > = oe 
et sige A(E), T ] H6(F; ©), 9 +5. A T est entièrement connu quand 
> > > 
on connaît ge D'(E), S=‘AT e D'(F), sans qu’il soit nécessaire 
7% . . . 
de connaître T elle-même, ni les espaces K, H, et l'application A. 


En outre es aii est nul si les supports de ¢ et de $ sont sans 
point commun. 

b) Si % est un espace de distributions normal sur R*, ayant 
la propriété d’approximation équicontinue par troncature et 
régularisation, si © est un ensemble saturé de parties bornées 
de E, et si ¢ e R(ES), Te HF ; 8,), De: À T est entièrement connu 
quand on connaît b= Ag eD'(E), Te D'(F), sans qu’il soit néces- 
saire de connaître 9 elle-même, ni les espaces À, H, et l’applica- 
tion A. En outre CR t est nul si les supports de Ÿ et de T 
sont sans point commun. 

> > > > > 

c) 9, A T est nul si les supports de et de S = ‘AT sont sans 
point commun, et si 9 € D(E); ou st les supports de ) = Ag 
et de T sont sans point commun, et si Te D(F; 8,); ou st À — d6 
est normal nucléaire et a la propriété d’approximation par tron- 
cature et régularisation, À = identité, et si les supports de ® et 
T sont sans point commun. 

Ce qui est indiqué au début de!’énoncé n'est autre que ce que 
nous avons vu aux applications A (page 64) et B (page 65). 
Nous avons vu d’autres cas à l’application C (page 67). 
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Placons-nous maintenant dans la condition a (proposition 10 
ou 17); À est normal, donc aussi #,. 

Alors $ = ‘AT est un élément de 9'(F). On a, pour ge R(E) 
et Te H/(F; G): 

9 = lim [ im w(¢* eu) | dans K(E), donc 
: v> 0 | Pe 

(1h, 4349) OGAT = lim lim COMENT dans E6-F, 
en vertu du chapitre I, page 73, et de la proposition 14 ou 17. 
Alors, puisque [a,(o*9,)| e D(E), [a(¢ + ou) |-g T et méme 
[a,(o*o.)]+, T est connu dés qu’on connait (9 * pu e D(E), et 
S$='ATe 9’ (F; 6), sans qu'il soit nécessaire de connaître if: 
À, d6, À (page 65). 

Alors DAT est lui-même connu, par passage à la limite, 
dès qu’on connaît ¢€9'(E) et S='AT < 9'(F), sans qu il 
soit nécessaire de connaître les espaces KH, 46, Vapplication A 
et la distribution T tels que ge A(E), Te JF ; ©), AT =S 
(pourvu que ces espaces À, 96, cette application À et cette 
distribution T existent et possèdent les propriétés énoncées 
dans la proposition 10, et que & ait la propriété d’approxima- 
tion par troncature et régularisation). 

Si ® et S ='AT ont des supports A et A’ sans point commun, 
Grea À est nul. En effet, soit d’abord oe DE). On sait alors 
(formule II, 4; 11 bis) que DAT = 0 gr Sa. 

Mais comme $ a pour support A’, Lz est nulle sur Q,, 
d’aprés la définition méme du support de $; done §,=0. 
Par suite bol est nul. 

Reprenons alors la formule (II, 4; 13); pour y fixée, on peut 
affirmer que a (9 *pu) e DE), et que, pour u assez grand, son 
support et celui de $ sont sans point commun; donc, pour y 
fixé, a, (ox pu) G. ru = 0 pour uv assez grand, donc PAT 0 

Considérons maintenant la condition (b). Elle veut dire 
que, si (œ,),=1.. est une suite de fonctions de 9, tendant pour 


v— o vers 1 dans & en restant bornée dans @, et 81 (Pu)uzr, 2: St, 


une suite de fonctions >0 de 9, de supports tendant vers 
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> . . . . ‘| 
l’origine quand u— oo, tandis que lim eg? 


A 


tla == 1, 4101 


[4 > 00 * 
> , , +  < . . 

la suite d'opérateurs }9,{, et la suite [a,], sont équicontinues 
et convergent vers l'identité dans {(96; 46). Cette propriété sera 
toujours vérifiée si 46 à la propriété d’approximation ordinaire 
par troncature et régularisation et s’il est tonnelé; en effet, 

la suite }p,{ et la suite [4,] seront alors équicontinues (1). 
a - . > . = — —_ 
Alors, si T parcourt une partie équibornée de 46,(F), pu T 
parcourt une partie équibornée, parce que Li. ,.#) = L¥o} o,f ; 

= 

pour toute T, L..,# converge pour .— 2 vers Ly dans 


> > 
¥.(#; F); done o,*T converge pour w— oo vers T dans 


iY 
. r . — 
36,(F), en restant dans une partie équibornée si T reste dans 
une partie équibornée. On peut en dire autant pour les opéra- 
teurs [a,]. 


Alors on a, pour T <46{(F; §,) et ge R(ES): 


De lim lim a (T « eu) | donc 


> © 


| Pe: aT = lim | lim (& ‘6; À a,(T + eu) | 


yon [> 00 


yÿ > © 


(II, 4; 14) 


d’après la proposition 12. Mais a(T +6.) e(dD',(F; 6, 
{et cela même si on a seulement Te D'(F; ME car 
Lo ttxe,) = Læofpuio[a,], or [a] et \guf sont continues respecti- 
vement de 9’ dans &' et de & dans 9, et Le est 6,-bornée 
de ® dans F). Alors Oe: A a (T « 2,) est connu dès qu’on connaît 
Ag = ŸeD(E) et a(Tre)e(D'L(F; f), sans qu'il soit 
nécessaire de connaître 8, K, 4, A (page 66); et p-s.AT lui- 
même sera connu par passage à la limite, dès qu’on connaîtra 
de D'(E) et Ted(F), sans qu'il soit nécessaire de connaître 
8, K, 36, À. Quant au fait que 9e; A T soit nul si les nee 
de Ÿ et T sont sans point commun, il résultera, par un raison- 


nement analogue a celui qui est fait plus haut, de la formule 


(II, 4; 11 ter). k 
Démontrons maintenant c). Les deux premiers cas résultent 


trivialement de (II, 4; 11 bus) et (II, 4; 11 ter). Supposons 


() Bourgaxi [2], chapitre 11, § 3, n° 6, théorème 2. 
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alors # — % normal nucléaire, A = identité. Soit 464 le sous- 
espace de # formé des distributions de support dans A, muni 
de la topologie induite par 3%. Alors, si T € 44 (F; 6,), on peut 
appeler TL l’image de T dans (H,)(F; 6). On a le diagramme 


commutatif : 
db < 4 
x < Da 
4 pe 


et comme #,, sous-espace d’un espace nucléaire, est nucléaire, 
il vérifie les conditions requises dans la proposition 10. On a 
iia — ig = . . sr > . . 
donc g9+,T = 9+,T,. Mais, si 46 a la propriété d’approximation 
par troncature et régularisation, le produit scalaire relatif à 
la dualité entre # et 46’ est nul toutes les fois que l’intersection 


des supports est vide. Alors Ti = 0 si T a son support dans [ A 
(car, pour tout f' e F’, et he. = Ha, en A°9, ry = (Ta, DE > = 


donc Tr-0=0) et alors o. T = 0. 

Supposons en partiealien A= =9, A= identité. Si 
¢€ D(E), et sl T <9'(F) est localement §,-bornée, on pourra 
définir D. TeE &,F, pour toute ae. 

Cet élément est indépendant du choix de «, pourvu que « 
soit égale à 1 sur un voisinage du support de Q. On pourra 
Vappeler ou T 

On a alors la proposition suivante : 


Proposition 20 bis. — Soient E, F, deux espaces locale- 
ment convexes séparés, non nécessairement quasi-complets. On 


peut définir un élément tos T de E&,F, pour 9 < 9(E), Te = D'(F) 
localement {,-bornée ; ge ..T est nul si les supports de 9 et T sont 
sans point commun; pelle a égalités (11; 4, 1), (II, 4; 5 4), (II, 4; 6), 


oe 
avec À = identité. La forme bilinéaire G, To E LT est compa- 
tuble avec les applications linéaires continues de E et de F. Si © 
est un ensemble saturé de parties bornées de E, © un ensemble 


saturé de parties bornées complétantes de F, g oT converge vers 0, 
quand o converge vers 0 dans D(E) tandis que T reste dans une 
partie localement G-équibornée de D'(F); DT converge vers 0, 
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quand o reste dans une partie du type © d’un MK(E), K compact 
de R", tandis que T converge vers 0 dans 9'(F) en restant dans 
une partie localement B,-équibornée; (0, T) Lag og. TP est la seule 
application bilinéaire définie pour o e D(E) du type ©, Te D'(F) 
localement ©-bornée, qui vérifie (II, 4; 1) (avec À = identité), 
et qui soit continue par rapport à l’ensemble des variables 8, Fo 


lorsque T parcourt une partie localement 6-équibornée de D'(F). 
La seule nouveauté ici, nécessitant une légère adaptation 
de la démonstration de la proposition 14, est la continuité 


par rapport à 9 compte tenu de ce que DE) a la topologie 
limite inductive des 9 (E). 
Soit donc À une partie localement G-équibornée de D'(F), 
= 
Nous devons montrer que, lorsque T parcourt 8%, les applica- 


tions linéaires continues 9 — ¢-¢ T sont équicontinues de 9(E) 


dans E 8; Ff. 


Comme (E) est la limite inductive des KE), il suffit 
de montrer que les restrictions de ces applications à Dx(E) 
sont équicontinues, ce qui résulte de la proposition 14, en 


remplaçant in par aT, « e D égale à 1 sur un voisinage de K. 

REMARQUE. — Plus généralement, sig < &(E), Te D'(F) locale- 
ment §,-bornée, et si l’intersection des supports de o et T est 
compacte, on pourra définir out comme égal a ouaT, a e D 
égale à 1 sur un voisinage de l'intersection des supports de a 
et T; il sera nul si les supports sont sans point commun. 


Dela même manière, sig e D’(E), Te &(F) localement $,-bornée, 
ont des supports d’intersection compacte, on pourra définir 
Lui comme égal à Eu aT, « e D égale à 1 sur un voisinage de 
l'intersection des supports de ¢ et T; il sera nul si les supports 
sont sans point commun. 


Calcul de €: age et Og; uy par une intégrale usuelle. 


Proposition 21. — Supposons vérifiées les conditions de la 
proposition 10, et en outre les conditions suivantes (où © est 
un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F): 
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a) À est un espace de distributions normal sur R", ayant la 
propriété d’approximation par troncature et régularisation; 
b) @ e K(E) est une fonction appartenant à 4?(E) (voir page 48); 
a) (si pA): Te (FE; 6), et S—'ATe K(F; ©) est une 
fonction; pour tout compact K de R", il existe une partie disquée 
complétante B e © telle que Se L2(F5), ds + be asst; 
Y P 


Oe) (Ske D =A. ip = Fo): Te (EF; 6), S='AT est une 
ee mesurable à valeurs dans F; pour tout compact K de R’, 


F U S(a) (x) est une partie de F appartenant à © (). 


TEK 

d) la fonction 9 9 ®eS : o> (x ) & 5 S(x ), à valeurs dans E eg, 
est scalairement intégrable DA toujours réalisée si elle 
est à support compact). 

Alors IRC (x) @¢ S(x 2) dx, a priori situé dans le complété 
faible (E 5 F)* de E GG F, est dans E 8; F, et il est égal à 
goal: 

(IL, 4; 15) o-g,aT = [pa(9(2) gS(2)) dz, S='AT. 

Cette propriété sera trés importante dans les applications, 


4 , , , . > > 
puisqu'elle donne un procédé explicite de calcul de o-¢,,T 
par une intégrale usuelle. Nous savions déjà que, si # à la pro- 


priété d’approximation par troncature et régularisation, 6, re 
est connu dès que ® et $ sont connus, sans qu’il soit nécessaire 
de connaître À, 46, A, Fr (proposition 20, a). Remarquons 
que les conditions b, c,, d, sont trivialement satisfaites si > 
et $ sont des fonctions continues, l’une des deux au moins 
à support compact, et si, pour tout compact K de R’, r, S(K) e ©. 


Les conditions b et c, entraînent que 9 9&5 soit dans Lx(E ®, Fs) 
Mais E @, Fy est aussi E @¢ F5, où ©, est la famille de toutes 
les parties bornées de Fy, et comme B e ©, l’application cano- 
nique F,—F définit une application coftinus canonique 


(1) Mais nous ne supposons nullement l’existence d’une partie disquse BeGtelle 


que S$ soit mesurable à dau dans Fy, ce qu’entrainerait la condition SeLe (F 


de ¢, si l’on y ait faisait p’ = o. 8) 
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E @g, Fs > E @g F (voir page 11), donc 9 @§ e Lk(E®,F), 
> a 

donc finalement 9 ® Sel'(E @; F). Cette fonction est en 

particulier scalairement localement intégrable à valeurs dans 


E @z F. 

Montrons que b) et c,), pour p=1, p' = o, entraînent la 
méme conclusion. Soit G un espace normé, et considérons 
une application linéaire continue de E @,; F dans G, définie 
par une application bilinéaire G-hypocontinue 0 de E x F 
dans G. Nous allons montrer que 0(9(2), S(à)) est dans {(G); 
en prenant en particulier pour G des espaces (E @g F) qj associés 
aux voisinages disqués 1 de 0 dans E 8, F, on en déduira 
que 9 Sel (E 8g F). 

Soit K un compact de R*. Comme S(K) est contenu 
dans une partie disquée B e ©, il existe un voisinage disqué U 
de 0 dans E tel que 6(U, B) soit dans la boule unité de G. 
Si P est, sur E, la semi-norme jauge de U, on a donc 
HE (x), 8 (2) Vle< P(e(2 )); alors de l’inégalité {'PGla))de< 00, 
on déduit l’inégalité MUC 2 S$ (æ))| dx < oo. Pour montrer 
que 11e (Z), $ (2)) e Li(G), il reste à montrer que cette fonction 
est mesurable sur K. 

Soit eq l’image canonique de eeE dans Eq; et soit F, le 
sous-espace de F engendré par B, mais toujours muni de la 
topologie induite par F. On peut définir une application 
bilinéaire 0, de Ea, X F, dans G, telle que ba(eq, f,) = O(e, f), 
pour tous eeE, fi e F,. En outre O4 est hypocontinue par rap- 
port aux parties homothétiques de B dans F,. Alors l’image $a, 
de œ par E— Ey est mesurable sur K, puisque Ey est normé; 
S est mesurable sur K à valeurs dans l’espace (non vectoriel) 
topologique B c F,; 04 est continue sur Ey X B, donc la fonction 
composée Oa(salé), S(#)) = 0(g(&), S(@)) est bien mesurable 
sur K ('). On a as toujours finalement + D @g Se L( EF). 


A fortiori cette fonction est scalairement localement intégrable; 
c’est pourquoi nous avons écrit que d) était automatiquement 


réalisée si o @ $ était à support compact. 


() Boursaxt [6], chapitre 1v, § 5, n° 3, théorème 1 (appliqué pour n = 1). 
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a) Démontrons d’abord (II, 4; 15) pour o = dee DOE. 
On a d’une part 
RAT =e © Le(Afp) =e ® Le(¥) 
d’aprés (II, 4; 6); d’autre part 


fat) 868 (2)) dx = fy (e © (2) RO) gi é 
=6@ fy, 4(a)S(a) de(') = 6 @ Le (4). 


b) Démontrons ensuite (II, 4; 15) si o e DE). On peut 
trouver un filtre de fonctions Gy eD@E, à supports contenus 
dans un compact fixe K de R", convergeant vers 5 dans D(E). 
Alors Gy ru converge vers 5-5 AT, en vertu de la proposition 1. 
D’autre part, si p 14, oy converge vers 5 dans L?(E), et comme 
il existe Be©, telle que Se LE (F5), oy @S converge vers 
9 ® S dans IKE ®, Fs), donc a fortiori dans Li(E @gF); 
par suite l'intégrale de o, eS converge vers celle de AS 
dans EG&F. Cette conclusion subsiste trivialement pour 
pi=Myop':=.00 puisque o converge uniformément vers o 
et que SK) et, donc que Qy as converge uniformément 
vers 58$. Notre résultat étant démontré pour les a eDeE 
l’est donc pour ge DE). 

c) Démontrons maintenant (II, 4; 15) pour 

ge K(E) n L'(E)n 6 (E). 


Soit (p,),=1,2 une suite de fonctions > 0 de 9, dont les supports, 
contenus dans la boule |x|< 1 tendent vers l’origine de R’, 


avec i ey (a\da = 1. 
Ona $y = o*p, € D(E). On a donc 


(II, 4; 16) Goal fu pr) ©gS(2) da. 
Lorsque y— oo, Gy converge vers @ dans ÂÀ(E), puisque # 


(') Cela résulte de BourBaxt [6], chapitre rv, § 4, n° 2, théorème 1 (au pois 


pour les espaces de Banach), appliqué à l'application linéaire continue i> eet 
de F dans EQgr. 
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a la propriété d’ approximation par régularisation (chapitre 1, 
page 73); alors le premier membre de (II, 4; 16) converge pour 
v—> oo vers Ore aT d’après la proposition 14. 

Soit d’abord p # 1. Soit K, le support de P K l’ensemble 
des points de R" dont la distance a K, est < <1, B la partie 
de F appartenant a @ telle que $ e L& (F3). Le y convergent 
pour y — oo vers x dans | L?(E), si 4 + w, et leur support 
reste dans K; alors Gy 8 @§ converge 9 ® $ dans L'(E ®, Fs), 
donc a RTE dans L'(E @;F), et le second membre de 
(II, 4; 16) converge vers LG (x) Sg S(a )) dx dans E @¢ F. 
Les deux membres de (II, 4; 16) étant égaux pour tout y, 


sont donc encore égaux lorsqu’on remplace y par g, pourvu 
que p £ 1, p = æ, ce qui démontre donc (II, 4; 15) dans ce 
cas. Montrons que c’est encore vrai pour p= © (p’ = 1). 


> sf : dé 
Posons S, = S«*¢,. On a, dans E &@, Fy: 


(IL, 4,17) f(x) 8 $(x hs ‘ 
eh. bo) Japv(e —E)p(E 2) dz) © S(2) (x) | da 
= [Jaxx br (e— HG 0) @ Sa) de ds 


(comme o() e L°(E) a son support dans K,, que S(é) e Li (Fs), 
et que o, est borné, cette intégrale double a un sens). Alors, 
d’après le théorème de Fubini usuel, ce dernier terme vaut 


(II, 4; 18) {.[e@) @( fre(@—8)S (x) de) | dé 


= f, (60 @8,€)) de. 


Comme le montre la définition de $, par une intégrale, les 
valeurs de S, sur K, ne dépendant que de celles de $ sur K, 
et S, = LA (F5). Quand y + «, S$, tend vers § dans L\(Fs), 
donc ¢ ® $, tend vers ¢ ® $ dans Li (E ®, Fp) mais garde 
son support dans K,, donc g@5, tend vers o @S dans 


L'(E ®, Fy) et a fortiori dans L' L'(E @g F); l'intégrale du 
dernier membre de (II, 4; 18) converge donc encore vers 


KG @ (a) de dans E 8; F. 
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Regardons enfin le cas p = 1 (p’ = ), et montrons qu'ici 
encore, à cause de ¢,, Sy ®¢S converge vers 5 &S dans 
Li (E @gF), ce qui entrainera encore (II, 4; 15) dans ce cas. 
Soit Q une semi-norme continue sur E @ F; nous devons 


montrer que Joe AG Dy (x —o(x x)) ® eS(x )|dx tend vers 0 pour 


y > oo. Or, comme yin e G, il existe une semi-norme continue 
P sur 3 ee ee Ql (4, (x) —o(x )) ® eSlx | <Pl¢,(z) — 9x )]. 
Et ¥ Pl (x) | dx a vers 0 pour y — æ, puisque 9, 
acai vers : ao Li (E), d’où le résultat. 

d) Il reste à prouver (II, 4; 15) dans le cas le plus général. 
Soit (x,),=:,,. une suite de fonctions de ®, tendant pour y— 2 
vers 1 dans & en restant bornée dans &. Alors, si nous posons 
¢y = 29, on a encore (II, 4; 16). 

Pour y — 2, Gy converge vers ¢ dans KE) puisque Kala 
propriété d’ approximation partroncature, done s Cys, aT tend vers 
o G: rit d’ après la proposition 14 , dans ESF donc dans (E@¢gF)’”. 
Mais, si w'e(E ®¢ F)’, comme (a à) ® CAE ) est supposée scalati- 
rement intégrable, les fonctions (gs (x )@,S(8) ), Be aa), 
simplement pour y— x vers la fonction (¢(&) vie #', 
tandis que leur module reste borné par le saan ts cette 
fonction, à un facteur près; d’après le théorème de Lebesgue, 


fe gy (x en (x)), wv!) da converge donc, pour y— oo, vers 
Joo (a (x)), w') dx. D’après la définition même de 
D ae fonction à valeurs vectorielles scalairement 
intégrable, cela signifie que les intégrales Jon($o(2) @gS(zx)) da 


convergent pour y— vers lintégrale INC )@gS(a )) dar, 
dans (E@&F)" (toujours muni de la topologie o((E @¢ F)*, 
(E eg Fy). 

Cela démontre finalement (II, 4; 15) dans tous les cas. 


Remarque. — Seule a été utilisée la proposition 14; ENT G: AT 
est continue de #(E) dans E®gF. On peut donc supposer 
réalisées, non les conditions de la proposition 10, mais celles de 
la proposition 17, © étant un ensemble sctbuand de parties 
bornées quelconques de F, et en outre a, b, at ou ¢,, d, et la 
conclusion subsiste. 
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COROLLAIRE. — Supposons vérifiées les conditions de la 
proposition 10, et en outre les conditions a, b, c ou cy de 
la proposition 21; soit 8 une application bilinéaire G-hypo- 
continue de E X F dans G quasi-complet, § l’application qu’elle 
définit de E®gF dans G, et supposons vérifiée la condition: 


ds) 0(5, S) : T— 0(¢(c), S(x)) est scalairement intégrable (à valeurs 
dans 


Alors [., 0(g(x), (x) dx, à priori dans le complété faible 
G’* de G, est dans G et égale à PHAT = 09. SAT): 


> 


(II, 4; 18 bis) Geo.nT= [,9(9(2), S(a))de. 


Il suffit de remarquer que, lorsque o est à support compact, 
seules les conditions a, b, c, ou c, sont nécessaires. Le passage 
du support compact au support quelconque se fait par multi- 
plication avec utilisation du théorème de Lebesgue (raisonne- 
ment d page 92): on fera ce raisonnement directement sur 


a(9, S) en utilisant dy au lieu de d. 


Proposition 21 bis. — Supposons vérifiées les conditions 
de la proposition 10, et en outre les conditions suivantes, 
où © est un ensemble saturé de parties bornées de E: 

a’) # est un espace de distributions normal sur R", ayant 
la propriété d’ approximation équicontinue par troncature et 
régularisation ; 

KE > 4 

bi) (Si po): Ag=Ye4#(E) est une fonction, et, quel que 
soit le compact K de R’, il existe une partie disquée À e © telle 
que ve Lx(E,); 

b;) (St p=) Ag =e X(E) est une fonction mesurable à 
valeurs dans E; quelque soit le compact K de R’, L(K) = U Ÿ (x) 
est une partie de E appartenant à ©; PSE 


TT . here 1 1 
c!)T e H,(F ; 6,) est une fonction appartenant a?’ (F), œ “+ ne 4; 
d') Test, fonction à valeurs dans E@SF, est scalairement 
intégrable (condition toujours réalisée, si cette fonction est 
à support compact). 


Alors IAUE) We T(x)) dx, a priori élément de (E8SF)", 


94 LAURENT SCHWARTZ 


complété faible de ESF, est dans E &ç F, et coincide avec 
® “e A T: 
(Il, 4; 19) G-ea T= foa($(a) @ T()) de, $= Ag. 


La démonstration se calque exactement sur celle de la 


proposition 21, en échangeant les rôles de g et T. Toutefois 
on applique la proposition 12 au lieu de la proposition 14, 


> > 
et on a alors besoin de T, convergeant vers T en restant dans 
une partie équibornée. C’est ce qui se passera avec T,—T +2, 
ou T, = a,T, si 4 a la propriété d’approximation équicontinue 
par troncature et régularisation (voir page 85). De méme, au 
début de la démonstration, si T e D(F; 8,) = D(F) n (9’)(F; 8,), 
bee Sur , rin j 

T est la limite d'éléments T, de 9 @ F (dont on peut supposer 
qu ils gardent leur support dans un compact fixe) qui restent 
dans une partie équibornée de D(F; 6,), parce que 9’ est nuclé- 
aire (lemme page 73). 


Proposition 24 ter. — Supposons réalisées les conditions de 
la proposition 19, et en outre les conditions a, b, d, de la proposi- 
tion 21 (où © est remplacé par =), et 


c') T <4(%; F), et S='AT est une fonction appartenant a 
wr), +121 
a bey 2 


Alors [,, (g(x) 8, 8(x)) dr est dans E 8, F, et ilest égal a9 +z, T. 
Ceci contient la proposition 7 comme cas particulier. La 
proposition 21 ter se démontre comme la proposition 21. 


Cas où E n’est pas quasi-complet. 

On peut faire disparaitre partiellement la difficulté signalée 
page 55 (proposition 9). Soit G un ensemble saturé de parties 
bornées complétantes de F. Appelons F, l’espace F muni 
de la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle 
les parties appartenant à G soient encore bornées; F, est 
plus fine que F. Un ensemble convexe équilibré est voisinage 
de 0 dans F, si et seulement s’il absorbe toute partie Be ©. 
F, est aussi la limite inductive des F5, pour les parties B 
disquées appartenant à G; les Fy sont des espaces normés 
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donc bornologiques, donc F, est bornologique ('). Une 
application linéaire de F, dans G localement convexe est 
continue si et seulement si u(B) est bornée, pour tout Bed; 
une partie H de 4(F,; G) est équicontinue si et seulement si 


U u(B) est bornée pour toute Be®. & est encore une famille 
uEH 


saturée de parties bornées complétantes de F,. 
A >: ; 3 > > 
Pour feF, fixé, considérons application e+e ®@f de E 
dans E ®¢ F; elle est continue, donc elle se prolonge en une 
application linéaire continue de E dans E®gF; on définit 


donc ainsi une application bilinéaire n de E x F, dans 
E 8; F. Montrons que cette application est ©- -hypocontinue (* ). 
D’abord, si f parcourt Bet, les applications e —e of 
sont équicontinues sur E; donc leurs prolongements à Ê sont 
encore équicontinus. Ensuite soit e, e Ê; et soient ej des éléments 
> 

de E convergeant, suivant un filtre #, vers e,. Alors n(es, f) 

Sa ~ - 
est limite des e; ® f; les e; formant un filtre de Cauchy de E, 
_ ae à ds = - > = 
e; —e, converge vers () suivant % X #, donc (2; — e,) ® f 
converge vers 0 suivant 3 X % uniformément quand f par- 
> > > > À a 

court Be ©, donc e; ® f converge vers n(es, Î ) uniformément 
ss ‘ > > = + = 
pour f eB; alors les fonctions f +e, ® f convergent, suivant &, 
vers la fonction f —x(e,, f), uniformément sur B; donc cette 
dernière fonction, limite uniforme de fonctions continues, 
est continue sur B. A fortiori cette fonction linéaire est continue 
sur F,, donc sur la limite inductive F,. Et ceci montre bien 


que n est ©-hypocontinue sur E x F,. Done n définit une 
application linéaire continue n de Ê&;F, dans E 6; F. 
On en déduit un diagramme commutatif : 

E 8, F, E@,F 


D ESF 


ot les applications autres que n sont les applications canoniques 
naturelles qui, rappelons-le, ne sont pas nécessairement injec- 
tives (comme les 3 applications sont continues, la commu- 


(1) Boursaxi [4]. 
(2) Rappelons que l’hypocontinuité implique la continuité séparée. 
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tativité résulte de la commutativité des restrictions des appli- 


cations à E @ F,, dense dans E 8g F,). 
Supposons alors que 4 et Ji vérifient les conditions énoncées 


dans la proposition 10. Et soit ¢ une distribution de X(Ë), 
T une distribution G-bornée de #/(F). Elle définit done aussi 
une distribution 6-bornée T, de 46.(F,). Il en résulte alors qu’on 


peut définir Del, e Ê&&F, Son image par 7 est un élément 
Deal, de E &g F, dont l’image dans E 6, F est ver: On voit 
donc que, si E n’est pas quasi-complet, ce procédé définit 
quand même une application bilinéaire de K(E) X 4G{(F ; ©) 
dans E Ss Fe 

Si T parcourt une partie G-équibornée de #,(F), donc de 
d6,(F,), et que @ converge vers 0 dans K(E), O's a 
vers 0 dans Ê &;F, (proposition 14), donc a TC 
vers 0 dans E&:F. 

Tous ces résultats vont donc plus loin que ceux que nous 


converge 


converge 


avions obtenus avant, valables seulement pour DT eK SF. 
Nous les appliquerons page 99. 

Il peut arriver que F, soit identique à F (par exemple si 6 
est l’ensemble de toutes les parties bornées de F quasi-complet, 
et si F est bornologique). Alors l’existence de: E 8g F+E@,F, 
prolongeantl’identité E@ F—E@F, montreque EK 8,;F =E@,F. 
Dans ce cas, ces espaces sont en outre identiques à ES_ ¢F, 
où © est l’ensemble de toutes les parties bornées de E [car 
l'application 7 définie plus haut est telle que (A, B) soit 
bornée pour A bornée dans E et Be G, donc l’ensemble H des 
applications uz: f—>y(e, f), pour ee À, est tel que U u2(B) 

u? EH 
soit une partie bornée de E®;F; donc, F=F, étant borno- 
logique, H est équicontinue, et n est G-G-hypocontinue. Elle 
définit done une application continue n: E Se ,F—-E6,F, 
prolongeant Videntité E8 F——E®F; comme il existe aussi 
une application continue E8;F—~E68,-¢F prolongeant 


l'identité E @ F— EF, les deux espaces Ê 8g. ¢F et E@,F 
sont bien confondus]. Dans ce cas, évidemment, toute diffi- 


— 
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culté disparaît, on peut définir D'ecle E&;F pour 
ye RE) = KES), et TeY(F; ©), et on a les propriétés de 
continuité de la proposition 18. 


Interversion des rôles de E et de F, de 5 etde T. 

Soit À = H, A = identité. 

Si 4 est nucléaire (donc A sous-nucléaire), et si 4% a un sys- 
tème fondamental de voisinages ‘ de 0 tels que #4p ait la 
propriété d’approximation, ou _tels que Ra ait la propriété 
d’approximation, si 9 € 6(E), Te; (BP; Bo)» la proposition 10 
nous permet de définir un élément 9: T de E ®, F. 

Si maintenant 46, est nucléaire (donc ‘À sous-nucléaire) 
et si 46 a un système fondamental de parties K convexes 
équilibrées compactes telles que #64 ait la propriété d’approxi- 
mation ou tels que (#’)x. ait la propriété d’approximation, 
si T < #(F), se(#).(E; 8.) (c’est-à-dire si l’application Lz 
est §,-bornée de #;, dans E), alors la même proposition 10, 
où les rôles de 2 et T, E et F, sont renversés, nous permet 
de définir un élément que, , pour ne pas le cditondre avec le 
précédent, nous noterons re .geF 8, E. 
Supposons alors que toutes les propriétés ci- -dessus soient 
vérifiées à la fois, et montrons que œ- LA et T- 9 sont iden- 
tiques, 4 la symétrie canonique près entre E 6, F et F 6, E, 

Soient U, V0, WV, des voisinages disqués da 0 dans d6, 
servant a la première définition; nous supposerons de plus Hay 
hilbertien, ce qui est possible puisque 4 est nucléaire (')., 
Soient R, ¥, Rc¥, des voisinages de 0 dans %;, servant à la 
deuxième définition, Hi hilbertien. 

On a les factorisations : 


ry > By > W, > He By TG iz = 
Hy > Hae > > Bay > By TS Ley F: 
Soit ©, l'élément de Kap à, Hay qui définit TApbhcangn, 
nucléaire Ha, — By; il a une image ©, dans 
Hy ®, By = (Rs) 8. By, : 


{) Voir Grorsenvieck [5], § 2, n° 1, lemme 3, page 37, et Scuwarrz [2], enfate 


17, proposition 4. : 


98 LAURENT SCHWARTZ 


qui définit l’opérateur nucléaire J6go + %q, factorisé à la 
deuxième ligne. Soit ensuite ¢, l’élément de Hi, 8, Rp qui 
définit l'application nucléaire y — Hy; il a une image G 
dans Hy 8, Ha = Hy 8, (Hq,)", qui définit l’opérateur nucléaire 
Kay > Hy factorisé à la première ligne. Mais les 2 opérateurs 
nucléaires Hin > Hy et y Hq sont transposés l’un de 
l’autre, donc les éléments G et G sont identiques; les éléments 


ou T définis par les 2 procédés, étant les images respectives 
de &, et G par (E y®@Lææ), sont donc bien identiques. 
Si alors on considère l’application 

(9, T)>+G-egl de (4) (E; ©) x #:(F;G) dans E6, Gr, 
elle peut se définir par deux procédés différents, et possède 
donc les propriétés de continuité des 2 procédés: elle est 
hypocontinue par rapport aux parties @-équibornées de 
(36) (E; ©) et aux parties G-équibornées de 46,(F; G). 


Cas où toute application continue de 46 dans F est bornée. 

a) Si 46 est un espace de Frechet, F un espace (DF), on sait 
que toute application linéaire continue de 46 dans F est bornée, 
et que tout ensemble borné de (46; F) est équiborné. 
Comme # a la topologie y, 46.(F) = 4,(4; F) ('). Donc 
JC{F) = 46. (F; 8), et toute partie bornée de #,(F) est équi- 
bornée. 

b) Si 4 est le dual fort d’un espace de Fréchet distingué, 
F un espace de Fréchet, on sait que toute application linéaire 
continue de 46 dans F est bornée, et que tout ensemble borné 
de 4,(4; F) est équiborné. Comme ici encore # à la topo- 
logie y (*), 46.(F) = 4. (F; 6), et toute partie bornée est équi- 

ornée. 

b') Si 4 est le dual fort d’un espace de Fréchet, F un espace 
de Fréchet, toute application linéaire continue de #% dans F 


(') Voir chapitre 1, note (?), page 62. Un espace de Fréchet a la topologie +, 
donc la topologie y. 

(?) Si H est une partie bornée de £,(#6; F), elle est équicontinue, parce que 
# est tonnelé (Grotuenpieck [2], théorème 7, page 73), alors elle définit un 
ensemble équihypocontinu de formes bilinéaires sur #% X F/, donc équicontinu 
(GrormenDiecx [2], théorème 2 page 64), donc H est équibornée. On peut aussi 
appliquer le théorème 9, page 96, de Dizuponne-Scuwarrz [1], en l’étendant 
à un ensemble d'applications. 46 étant tonnelé a bien la topologie y. 


th» 
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est bornée, et tout ensemble équicontinu de 1(36; F) est équi- 
borné ('). Mais on ne peut pas nécessairement en déduire que 
tout élément de 46;(F) soit dans J6.(F; 6), car 4 n’a pas 
peut-être pas la topologie y, done {(%6; F) est peut-être un 
sous-espace strict de 46,(F). D’autre part une partie bornée 
de 4:(F), même contenue dans {,(#; F), n’est peut-être pas 
équicontinue done peut-être pas équibornée, car # n’est pas 
nécessairement tonnelé. 


Exemples et applications de la proposition 410. 


2 


ExempLe 1(*). — Soient F, G deux espaces localement 
convexes séparés quasi-complets. Nous prendrons pour E 
l’espace {,(F; G), espace des applications linéaires continues 
de F dans G, muni de la topologie de la convergence bornée. 


Soit © l’ensemble des parties équicontinues de {(F, G), G 
l’ensemble des parties bornées de F; alors 0: (u, f) > u(f), 
est une application bilinéaire de E x F dans G, @-G-hypocon- 
tinue. Elle définit donc une application 0 de E®¢.¢F dans G. 
En prenant k = #= 9, A = identité, nous nous proposons 
de définir D To ET) e G, lorsque 5 est une fonction 
indéfiniment dérivable à support compact à valeurs dans 


UNS Gr), T une distribution localement bornée à valeurs 
dans F. ¥ i 

Remarquons, entre parenthéses, que si 9 est une fonction 
indéfiniment dérivable à valeurs dans {(F ; G), espace {(F; G) 


muni de la topologie de la convergence simple, elle est aussi 
indéfiniment dérivable à valeurs dans {(F; G). En effet 


chaque dérivée Dre est bornée dans £,(F; G) sur tout compact 
de R". Or on peut écrire, l'intégrale étant prise sur le chemin 


rectiligne (x, z), dans £,(F; G): 


(II, 4520) D*5(2) D(x) = | ( Sp D'F(E da) 


Zo =f sk 
> = 
donc D?’g(x)—D?g(z,) est contenu, pour |[r—2|<1, dans 
(!) Voir la note précédente. 46 n’est plus nécessairement tonnelé, mais on suppose 


d’emblée H équicontinue. 
(?) C’est l’exemple fondamental utilisé dans Brunat [1]. 
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l'enveloppe (dans £(F; G)) de l’ensemble |a—a,|,, où 
Y=Vn U Dig(E), L’enveloppe Ÿ, de W, est bornée, 


|&—2o|<1 
191=1PI+1 


dans {,(F; G) donc aussi dans 4£,(G; F) puisque F est quasi- 
complet (‘). 

Alors De (x) — D'o(x,) converge vers 0 dans 4,(F; G) 
quand x tend vers 2,; D’, pour tout p, est une fonction 
continue sur R" à valeurs dans 4,(F; G). On sait alors que 
Dre est aussi la dérivée de o pour la topologie 4(F; G) (*)]. 

Une fonction Q, indéfiniment dérivable à support compact 
à valeurs dans E, n’est pas nécessairement dans X(E), parce 
que E—{,(F; G) n’est pas nécessairement quasi-complet (il 
l’est si F est tonnelé (*)). Nous pourrons appliquer le résultat 
de la page 86 si ge ®(E), c’est-à-dire si 9 vérifié (page 57). 

Comme ici E = £,(F; G), on sait que toute partie équicontinue 
de 4(F; G) a, dans 4,(F; G) et même dans {{(F; G), une 
enveloppe complète, puisque G est quasi-complet (*). 

On voit donc que g vérifiera sûrement 1) si elle vérifie : 

") Pour tout indice p, U D’¢(a) est une partie équicontinue 
de 4(F; G). sig 

Alors ? appartiendra même à D(Eg); la réciproque est évidente. 
L'espace D(Eg) est l’espace des fonctions 9, indéfiniment dérivables 
sur R" à valeurs dans E à support compact, et qui vérifient la 
condition ®", 

La proposition 20 bis est donc applicable: 

Il existe une application bilinéaire et une seule, (9, T) 9% T, 


définie pour ¢ « D(Eyg), Te D'(F) localement bornée, qui vérifie 
(II, 4; 21)  qu.Sf=(4.S)u(f)eG, 


pour e 9, Se 9’, we d(F; G), fe F, et qui soit continue en 9, T, 
lorsque T parcourt une partie localement équibornée de D'(F). 


(1) Bourgakt [2], chapitre 111, § 3, n° 4, corollaire 1 du théorème I. 

(?) D'après le lemme 1 de Scawarrz [1] (voir l'application signalée au cas 19)° 

(5) Boursaxt [2], chapitre m1, § 3, n° 7, corollaire 2 du théorème IV. 

(4) Cette enveloppe est en effet fermée dans £{F, G), et équicontinue 
(Boursaxt [2], chapitre 111, § 3, n° 5, proposition 4), donc complète (ibidem, chapitre 
it, § 3, n° 7, théorème IV). 
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« > > — = 
Sur un voisinage borné du support de 9, T est dérivée d’une 


fonction continue à valeurs dans F, T = Def (corollaire 1 de 
la proposition 24 du chapitre 1). La formule (II, 4; 12) donne 
d’abord 


PAT = (— 1) "ID? 9, À f. 


On peut alors appliquer la formule (II, 4; 18 bis), avec les 
conditions trivialement réalisées a, b (p—1), c, (page 88), 


dy (page 93); pour tout compact K de R’, f(K) est en effet une 
partie bornée de F, et 0(Dro(2), 7 (2)) est continue à support 
compact. On en déduit la formule intégrale : 


> 


(II, 4; 22) go T=(—4)r! f,,0(D’¢(a), f(a)) de. 


On peut définir DT e G même si 9 ne vérifie pas ®’’, donc 
appartient seulement à 9(E). Il suffit d'introduire l’espace F, 
défini page 94, relativement à l’ensemble & de toutes les parties 
bornées de F. On sait qu’on peut alors définir un élément 


Dey T, de E 8c F associé à 5 e 9(E), T localement bornée a valeurs 


dans F; son image par 0: E®, F —G donne le résultat cherché. 
En utilisant les raisonnements A et B page 90, on peut étendre 


(II, 4; 22) au cas où 9 € D(Ë) est une fonction indéfiniment 


. se 3 a == > > ; 
dérivable à valeurs dans E lui-même, T= D?’f, f fonction 
continue à valeurs dans F. 


ExempLe 2. — Dual de 4(E). 

Soient E un espace localement convexe, 36 un espace 
nucléaire, % et E non nécessairement quasi-complets. Alors, 
# ayant la propriété d’approximation puisque nucléaire (°), 
on a #0.E c &(E)c#@.E (chapitre 1, proposition 11). 
D'autre part # ®,E= #4 8,E, & 8.E—%# 8,E. Le dual de 
# @.E, comme de #(E) ou de # 8, E, est alors l’espace des 
formes bilinéaires continues sur # X E, et les parties équicon- 
tinues de (4(E))' sont les ensembles équicontinus de formes 
bilinéaires sur 4 X E. 

Appelons € l’ensemble des parties équicontinues de E’. 

Une forme bilinéaire continue sur # X E est de la forme 


(!) Voir note (7), page 58. 
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Lz, où T est une application e-bornée de 4 dans le dual fort 
E’: Te RE; «), et réciproquement. Il y a identité entre les 
ensembles équicontinus de formes bilinéaires sur 96 X E et 
les parties e-équibornées de 46,(E’). On a donc l'identité 
algébrique (#(E)) = &{E'; <), et les parties équicontinues 
de (4(E)) sont les parties e-équibornées de 4(E’; €). La 
topologie forte sur (46(E)) est évidemment plus fine que la 
topologie de la convergence uniforme sur les produits tensoriels 
de parties bornées de 4 et de E; cette dernière est la topologie 
induite par (36; E’). La topologie forte de (46(E))' est iden- 
tique à la topologie induite par 4,(#; E’) si et seulement si 
toute partie bornée de d6(E) est G-6-décomposable. 

La topologie (d6(E)),, si 4 et E sont quasi-complets, est 
plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur les 
produits ee ms eae compactes de 4 et de E, c’est- 
a-dire GE; €); (46(E)). et 46,(E; €) coincident si et seulement 
si toute der ee de d6(E) est y-y-décomposable. 

Soient pe #(E), Te d6,(E’ ; €); comme les parties équicontinues 
convexes équilibrées faiblement fermées sont faiblement 
compactes, elles sont complétantes, E’ est ¢-quasi-complet, 
et on peut appliquer la proposition 10, avec À = #, A = iden- 
tité (comme 96 est nucléaire, il a un système fondamental 
de voisinage disqués U de 0 tels que 4/45 soit hilbertien (‘), 
donc ait la propriété d’approximation). On peut donc définir 


g- TeE@,E si 6 est | la famille des parties bornées de E, on en 
déduit l’existence de 9 ., PE à e E 8, E’. Comme alors la forme 
bilinéaire 0 qui définit la dualité entre E et E’ est hypocontinue 
par rapport aux parties bornées de E et aux parties équicon- 
tinues de E, elle _définit une forme linéaire 0 sur E 8, E’, 
et 0(¢ “2T) = = Q: “oT est un nombre complexe. Comme Oe, 2) 
se note aussi (e, e) Q- FAT se notera aussi (9, T), et 
ow (2), (x) ) dx si les conditions de la proposition 21 le 
LT ae ee forme qui définit la dualité entre #6(E) et son dual, 
et la forme (5, T) (9, T) coincident sur (#6 @ E) x 3. (E'; €) 
à cause de (II, ‘ 6); ces formes sont continues en ¢ € (E) 
pour T fixée d’aprés la proposition 14, donc elles coincident. 


(1) Voir note (1) page 58. 
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Proposition 22. — Soient E un espace localement convexe 
séparé, # un espace nucléaire, 4 et E non nécessairement quast- 
complets. Le dual de R(E) est 46,(E’; ¢), les parties équicontinues 
de (#(E)) sont les parties ¢-équibornées de #(E’). La topologie 
forte de (#(E))’ est plus fine que la topologie induite par f,(#: KE’), 
et lui est identique si et seulement si toute partie bornée de #(E) 
est G-G-décomposable; si 4 et E sont quasi-complets, la topologie 
(#(E)), est plus fine que &(E;e), et lur est identique st et 
seulement si toute partie compacte de #(E) est y-y-décomposable. 
La forme bilinéaire qui définit la dualité entre #6(E) et 4.(E'; €) 
est (9, T) > (¢, T) = DT; où 0 est la forme bilinéaire 
définissant la dualité entre E et E’. 


CorozLarre 1. — Si # et E sont des espaces de Fréchet, 
% nucléaire, (#(E))' et #'(E') sont identiques, algébriquement et 
topologiquement; (#6(E)). et 4’ (E:) sont identiques, algébriquement 
et topologiquement (). 

Il suffit d'appliquer la proposition 22, compte tenu de a, 
page 98 (avec F = E’; « est alors aussi l’ensemble de toutes 
les parties bornées), et de la proposition 1, page 16, 4° et 2°. 


CororLarre 2. — Si % est le dual fort d’un espace de Fréchet 
nucléaire, E un espace (DF) tonnelé, (96(E))’ et &'(E') sont 
identiques, algébriquement et topologiquement 

On appliquera ici b, page 98 (4 est bien nucléaire; un 
espace de Fréchet nucléaire 4 est réflexif donc distingué, 
on peut donc appliquer les résultats énoncés à 346 = (’); 
ensuite F = E’ est un espace de Fréchet; enfin « est aussi la 
famille des parties bornées de E’ puisque E est supposé ton- 
nelé), et la proposition 1, 3° page 2, 

Le dual de ®(E) est le sous-espace de %'(E’) formé des 
distributions <-bornées. C’est cet espace que Bruhat appelle, 
dans [1], l’espace des E-distributions. 


(1) Si # et E sont des espaces de Fréchet, # nucléaire, le fait que J6(E) = HE 
ait pour dual fort 6'(E’) = R'QE', résulte aussi de GROTHENDIECK [5], § 3, n° 2, 


théorème 12, page 76, et SCHWARTZ [2], exposé 19, théorème Be 


(?) Le dual d’un espace de Fréchet nucléaire est nucléaire (GROTHENDIECK [5], 
$2, n° 1, théorème 7, page 40, et ScmwarTz [2], exposé 18, théorème page 3). Un 


espace nucléaire quasi-complet est semi-réflexif, d’après Scawarrz [2], exposé 17, 
proposition 3, donc réflexif si c’est un espace de Fréchet. | 
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Cherchons le dual de 9(E). 

Soit u une forme linéaire continue sur 9(E). Sa restriction 
à 9x(E), K compact de R', est continue. Donc elle définit 
une forme bilinéaire continue sur Dx X E, c’est-à-dire une 
application linéaire e-bornée de Dx dans E’. Donc wu définit 
une distribution T à valeurs dans E’, telle que, pour tout 
compact K de R’, Læ soit «-bornée de 9x dans E’. Donc T est 
une distribution localement e-bornée à valeurs dans FE. 

Réciproquement, soit T une telle distribution. Elle définit 
une forme bilinéaire continue sur Dx X E, donc une forme 
linéaire continue sur 9x(E)c DK 8, E, et comme 9(E) est 
la limite inductive de 9x(E), elle définit une forme linéaire 
continue w sur 9(E). Comme par ailleurs les parties bornées 
(resp. compactes) de D(E) sont celles des Dx(E), le corollaire 1 
permet d’énoncer : 


CorozLaIRE 3. — Le dual de 9(E) est l’espace des distributions 
localement e-bornées à valeurs dans E'. Les parties équicontinues 
de ce dual sont les parties localement CD. de 9'(E’). 


la forme bilinéaire définissant la dualité est (o, T — (9, CA ce 
dernier étant défini comme égal à (®, aT), pourae le quelconque 
égale à 1 sur voisinage du support de 9. Si E un espace de 
Fréchet, (D(E))' = D'(E'), (D(E )k = D'(E:), algébriquement et 
topologiquement. 

Soit T une distribution localement <-bornée à valeurs dans 
E’. Alors, dans tout ouvert borné Q de R", T coincide avec 
une dérivée Dt d’une fonction continue Î à valeurs dans 
Ki, telle que F(C )) soit une partie équicontinue de E’ (chapitre 4 


corollaire 1 de la proposition 24). SiQ contient le support de ® 
on a, d’aprés (II, 4; 18 bis), avec les conditions trivialement 


réalisées a, b (p = 1), c, sa 88), dy (page 93), 6 étant 
Y-E- hypocontinue sur E X 


(II, 4; 23) 9-01 =, Do — 1) [,.(D°¢(2), f (2))de. 
Rappelons que, si E n’est pas quasi-complet, une fonction 9 
n’appartient a D(E) que si elle est indéfiniment dérivable 
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sur R" à valeurs dans E, à support compact, et vérifié ©’ 
(page 60). Si © est indéfiniment dérivable à support compact 
mais ne vérifie pas Ÿ’, elle appartient de toute façon à 9(E); 
comme (E) = E’, que les parties équicontinues de (Ë)' et E’ 
sont les mémes, et que sur ces parties équicontinues les 
topologies (E); et E! sont les mêmes et identiques à o(E’, E) ('), 


(I, 4; 23) reste applicable, en considérant © comme élément 
de 9(E), T comme élément de D'((Ë)!; €), et Î comme fonction 


x 


continue à valeurs dans (E), prenant ses valeurs dans une 
partie équicontinue de (E)’; le second membre restant inchangé. 


Exempte 3. — Produit scalaire d’une fonction m+ n +1 
fois continuement différentiable et d’une distribution d'ordre < m. 
Nous énoncerons d’abord un lemme qui complète certains 
résultats du chapitre 1, puis des propositions préliminaires. 


Lemme. — 1° Dans R', à est somme de dérivées d ordre 
<m+n+1 de fonctions m fois continuement différen- 
tiables, qu'on peut choisir de manière que leurs supports soient 
contenus dans un voisinage donné de l’origine. Si n = 1, on 
ne peut pas remplacer m + n +1 par m+n; sin, nous 
ignorons si on peut ou non remplacer m + n +1 par m+n, 
mais on ne peut sûrement pas le remplacer par m+n—1. 

2° Dans R’, si n est impair, ou si nest quelconque mais m = 0, 
3 est somme de dérivées d'ordre < m + n de fonctions bornées, 
ainsi que leurs dérivées d'ordre < m, qu’on peut choisir de manière 
que leurs supports soient contenus dans un voisinage donné 
l’origine. Si n est pair, et m >> 0, nous ignorons si ce résultat 
subsiste. On ne peut pas remplacer m+n par m+n—1. 

3° Dans R", toute distribution dont les dérivées d'ordre £ n +1 
sont des mesures est une fonction continue. On peut remplacer 
n + À par n, pour n impair > 3; on ne le peut pas pour n= @ 
nous ignorons ce qu’il en est pour n pair. On ne peut pas remplacer 
n+1 par n—1. 

49 Dans R', toute distribution dont les dérivées d'ordre <n 
sont des mesures est une fonction localement bornée. On ne peut 
pas remplacer n par n— 1. 


fé} BourBAKI [2], chapitre 11, § 3, n° 5, proposition 5, appliquée aux espaces f, 
et F =C. , j 
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1° Le résultat énoncé n’est autre que le lemme du chapitre 1, 
page 86, formule (I, 3; 23) ou (I, 3; 24). Le support des fonc- 
tions trouvées, L, ou M,, est contenu dans celui de y, donc 
peut être pris dans un voisinage donné de l’origine. L’impossi- 
bilité de remplacer m+n-+1 par m+n ou m+n—1 
est indiquée 4 la remarque page 89, au moins pour m = 0, 
ou plus loin à 3°; mais si une telle propriété est vraie pour m, 
elle est vraie pour m’ < m, car une dérivée DPL, |p| = m+ s, 
Le &”, s’écrit aussi D?(D?~?L), avec |q| = m' + s, Dr !Leé”"; 
alors l’impossibilité d’une telle propriété pour m = 0 entraîne 
son impossibilité pour tout m. 

2° Démontrons d’abord le 2°, pour n impair. En reprenant 
les notations des formules ci-dessus du chapitre 1, la solution 

m+n+1 re +n 
2 2 
m + n + 1 est pair ou impair, est proportionnelle à r°*~" = r™*! 
ou r™; donc ses dérivées d’ordre < 2k — n = m + 1 ou m 
sont bornées au voisinage de l’origine, et celles de la fonction 
yE sont bornées partout; alors à est somme de dérivées d’ordre 
<2k—m+n+1ou m+n de fonctions dont les dérivées 
d’ordre < m + 1 ou m sont bornées, et de supports arbitraire- 
ment voisins de l’origine, ce qui donne de toute façon le résul- 
tat cherché, en prenant pour fonctions certaines dérivées 
d’ordre 1 des précédentes dans le cas où m + n + 1 est pair 
(d’ailleurs nous venons de voir que si on peut démontrer une 
telle propriété pour une valeur de m, elle est a fortiori démontrée 
pour les valeurs plus petites; on peut alors se contenter de 


élémentaire E de A‘, k= selon que 


montrer la propriété pour m + n + 1 impair, avec k = nm =) 


L’impossibilité de faire le méme raisonnement pour n pair résulte 
de ce que E est proportionnelle a r*“"logr, dont les dérivées 
d’ordre 2k—n ne sont pas des fonctions bornées au voisinage 
de l’origine. Cela ne prouve pas que le résultat ne soit pas exact. 

Mais dans le cas particulier m = 0, nous remarquerons que 
si un tel résultat est exact pour les dimensions n’ et n’’, il est 
exact pour la dimension n = n' +n. En effet on a alors 
R" = R” X R", 6, = & @ Ô,, en appelant x, £, y, les variables 
canoniques de R", R", R" respectivement. Si alors on sait que 


r= > DL, (§), = > D™M,(4), 


[P| <n’ 1g1<n" 


aes 
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on aurad= Ÿ DEDSL, (&) M, (ñ), ce qui est le résultat cherché 


[PI<n' 
1g1<n" 


pour la dimension n; le résultat étant vrai pour les dimensions 
impaires (ou même simplement pour n= 1), est alors vrai 
pour m= 0, et toute dimension n. 

L’impossibilité de remplacer m + n par m+n—1, pour 
m = 0, résulte du même contre-exemple que pour 1°, donné 
au chapitre 1, page 89, ou plus loin à 4°; on en déduit la même 
impossibilité pour m quelconque. 

3° Soit S une distribution dont les dérivées d'ordre < n+ 1 
sont des mesures. Alors, si d= Y D?L,, LP e D° (voir 1°), 

i 


on a S=S+S=YD°L,«S= LL, «D'S e8, S est bien une 
fonction continue. 

Si l’on peut remplacer n + 1 par n dans 1°, alors on le peut 
aussi dans 3°; si on ne le peut pas dans 1°, cela ne prouve pas 
qu’on ne le puisse pas dans 3°. Les conclusions de 1° ne nous 
permettent donc pas de savoir si on peut ou non remplacer 
n + 1 par n dans 3°. 

Mais on peut démontrer par une voie directe que, dans 3°, 
on peut remplacer n + 1 par n, si n est impair >3; comme 
nous n’utiliserons pas ce résultat assez spécial dans le présent 
ouvrage, nous ne donnerons pas la démonstration. Cela ne 
donne aucune indication pour 1°. 

Mais pour n = 1, on ne peut sûrement pas, dans 3°, remplacer 
n + 1 par n (car Y, fonction d’Heaviside, a pour dérivée une 
mesure, et n’est pas une fonction continue), et pour n quel- 
conque, on ne peut pas remplacer n+ 1 par n— 1 (car 


2 0<2<1, a pour dérivées d’ordre < n— ‘1 des fonctions, 


et n’est pas une fonction bornée au voisinage de l’origine) ; 
d’où la même impossibilité pour 1°. 

40 En utilisant 2° pour m = 0, on démontre 4° comme 3°. 
Le méme contre exemple que dans 3° montre l'impossibilité 
de remplacer n par nr — 1, dans 4° donc aussi dans 20. 


Proposition 23. — Soient K un compact de R" d'intérieur 
non vide et H un voisinage compact de K. Soit L une distribu- 
tion de support assez voisin de l’origine pour que la convolution 
{L} opère de & dans &u. Pour que {Li soit un opérateur 
nucléaire (resp. intégral) de Dx dans jn il faut et il suffit 
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que L soit une fonction m fois continuement différentiable (resp. 
une fonction mesurable bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m). 
1° Soit d’abord L une fonction m fois continuement diffé- 
rentiable, de support assez voisin de l’origine pour que la 
convolution {L}: TTL, opère de 6 dans 8x. Montrons 
alors que {L} est un opérateur nucléaire Dx — Di. En effet 
cette convolution est définie par le noyau L(ä —ÿ) (voir 
chapitre 1, page 47), qui appartient à 67, ¢ 6)(&7) (’). 
L’opérateur {L} de Dx dans DF est défini par le noyau 
N(&, 9) = L(a— 9), we H, ye K, par la formule 


(L+0)(@) = [.N(@, y) olydy, zeH, 


et on a Ne (C€(K)),((Di),)(*). Mais une fonction continue sur 
le compact K, à valeurs vectorielles, est a fortiori sommable 
(pour la restriction à K de la mesure de Lebesgue). Donc 
Ne Lx(9n) = Lk, D7. 

Comme Lx®,Df admet une application canonique dans 
(Dx) ®,Di, l'opération {Li de DR dans DF provient d’un 
élément de (Dx)’ @, Di, done est bien nucléaire. 

Réciproquement, soit d’abord L une distribution telle que 
la convolution {L} définisse un opérateur nucléaire de Dx 
dans Df (cas particulier m— 0); montrons que L est une 
fonction continue. 

La convolution {L} est en effet définie, si elle est nucléaire, 
par un élément N,, , de (Dk); 8, (Dh). Cet élément N peut s’écrire 


comme une série YA,(u, ® h,), les u, étant des éléments de la 
y 


boule unité de (®%),, les À, étant des fonctions de (9), bornées 
en module par 1, et X|A,|<oo. Les u,, d’après le théorème 
de Hahn-Banach, se prolongent en formes linéaires continues 
sur (2°), donc en mesures sur R", qu’on peut supposer de 
support dans K et de normes bornées par 1; appelons-les 
encore ,. Soit & une mesure > 0, de support dans K, majorant 
toutes les u,, et majorant aussi la restriction de la mesure 
de Lebesgue dx au compact K; on peut écrire u, = g,u, 
dx = ou, gy et o« de support dans K, avec g,e Li, ce Li; et 


(1) Scuwarrz [1], proposition 12, page 113. 

(?) € (K) est l’espace des fonctions continues sur le compact K; ne pas confondre 
avec Df ou 8%, espace des fonctions continues sur R", à support dans K (donc 
s’annulant sur la frontière de K). 
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Ilglles <1, (LL On a alors N= YAvg yu @h, = l(z, ÿju 


vy af 
où L(x, y)e (Li), (D2). Mais N, étant la convolution avec L, 
peut aussi se représenter, en tant que noyau sur Ree Re 
comme L(#—y). En particulier, si K est l’intérieur de K, 
on voit que les distributions I(z%, y)u, et L(a—y) doivent 
coïncider dans R" X K. Pour tout ve R’, les distribution 
U(x, ÿ)u, et L(w~—y) doivent coincider dans K; done L(a— À) 
est une mesure de base u. dans K pour tout ve R’, et alors L 
elle-même est une mesure sur R"; mais toute les translatées 


de L(— ÿ) devant être de base » dans K, L est absolument 
continue par rapport à la mesure de Lebesgue, ou encore est 
une fonction ('). De plus, puisque, sur K, dy = o(¥) p,, L(w—J) 
peut se remplacer par L(x—y)o(y)u,, pour ve R’, ye K; 


vy? 


A A 


mais si les noyaux 1(#, 7) u, et L(¢—¥)o(¥) wy coincident dans 
R? x K, cela implique que L(®, y) = L(à —y)s(y), pour 
u-presque toutes les valeurs de ye K (?). Mais, pour tout ye K, 
lz, y) e D; «u-presque partout » implique « presque partout 
sur K pour la mesure de Lebesgue »; enfin o(y) # 0 sur K, 
presque partout pour la mesure de Lebesgue. Retenons fina- 


lement que, pour au moins un ye K, la distribution L(—y) e 9; 
coïncide avec une fonction de 93, done la distribution L coin- 
cide elle aussi avec une fonction de ®’. 


(') Pour montrer que L est une fonction, nous devons montrer que tout ensemble 
compact F, négligeable pour la mesure de Lebesgue, est |L|-négligeable. Il suffit 


de le voir lorsque F est assez petit pour qu’un de ses transformés par symétrie et 
LA ic} LA [2] 
translation, tz,F, soit dans l’intérieur K de K: il existe alors n > 0 tel que Tbe ES. 


pour |z — 2| <1. Soit f la fonction caractéristique de F, presque partout nulle. 
La théorie classique de la convolution dit alors que le produit de convolution 
uxf est lui aussi presque partout nul, et que l’on a, pour presque toutes les 


valeurs de x: 0= if f(c—y) dp (y). Cela prouve que f(e—%) = taf est, pour 


presque toutes les valeurs de x, pnégligeable. Donc tok est u-négligeable pour 
presque tout x, donc pour au moins une valeur de {x telle que |je—2ay| <0; 
LA LA 3 e 4 © 
mais alors tz! est |[L|(x—#)-négligeable ou +,|L|-négligeable, puisqu'il est dans K 
et que teh est de base p. dans K. Donc F est aussi |L| négligeable. | 
(?) Les mesures U(Z, 9) py et L(% — 9) o(9) py sur (K), à valeurs dans E — ay 
coincident, donc leurs densités l(%, 9) et L(@ — 9) s(ÿ) sont scalairement p-presque 
partout égales, donc p-presque partout puisque E' = 9, est séparable (chapitre I, 
note (1) page 66). Autrement dit, pour p-presque tout y, les distributions [(2, y) 
et L(@ — y) oly) coincident. 
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Pour terminer la démonstration de la réciproque, nous 
prendrons m quelconque, et nous supposerons que Hit” est 
nucléaire de 9% dans ®%. Si alors D? est une dérivation 
d'ordre < m, {D’L\ : gy AU gym PED? est nucléaire, done D?L 
est une fonction continue; cela prouve bien que L est une fonc- 
tion m fois continuement différentiable. 

2° Soit L une fonction mesurable bornée ainsi que ses 
dérivées d’ordre <m, de support assez voisin de l’origine 
pour que la convolution {L} opère de &x dans &y. {Lf est 
alors un opérateur intégral de Dk dans Dy. Il se factorise en 
effet en: Dias | ee yy oe nm, et on sait que Li—Lx est 
intégrale ('). 

Réciproquement, soit L une distribution telle que {L} 
soit intégrale de Dk dans Dy. Soit H, un voisinage compact 
fixé de H. Soit f une fonction sommable, de support assez 
voisin de l’origine pour que ff} opère de &x dans 6x. La 
convolution {f{ est évidemment continue de oa (Lx, L’) 
dans (D, (Di,)’) [car (Du,)’, est un quotient de &”°, et, sip € &", 
ona (f*¢)-w=o- (fx uw), avec fxu. e L'; donc, sig converge vers 0) 
dans o(Lg, L'), f*o converge vers 0 dans o(®%,, (9%) )]. Mais 
la boule unité de Lg est compacte dans o(L#, L'); donc ff} 
est un opérateur faiblement compact de Ly dans Dy, et a 
fortiori de D dans D. 

Alors le composé {Lf} : D 49%, est nucléaire (°), 
donc, d’après ce que nous avons vu en 1°, L+f est une fonction 
continue dès que fe L' est de support assez voisin de l’origine; 
donc L (qui a un support compact) est dans L*(*). 

Si enfin {L est intégrale de Di dans 9%, on voit, comme 
dans la fin de 1°, que les D?L, |p| < m, sont dans L°, et 
la proposition est complètement démontrée. 


REMARQUE. — Pour la dimension n = 1, si L une est fonc- 
tion m fois continuement différentiable (resp. mesurable 
bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m), et de support 
assez voisin de l’origine, {L} est nucléaire (resp. intégrale) 
de Dk dans D2+#. 


(1) AEH ERIE [4], § 4, n°3, page 127, et Scuwarrz [2], exposé 16, proposi- 
tion 6. 
(?) Grornenpvrecx [4], § 4, n° 3, théorème 10, 1, page 132. 
(*) Scawanrz [5], chapitre v1, § 7, remarque 1° page 49, pour p = 1, p'= ©. 


cree 
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En effet L est alors somme de dérivées d’ordre < k de fonc- 
tions m + k fois continuement différentiables (resp. mesurables 
bornées ainsi que leurs dérivées d’ordre < m + k), de supports 
voisins de l’origine: L— Y D?L,. 

|P|<k 

Alors {D°L,} : He PE Hoe Pn+k est nucléaire (resp. inté- 
grale). 

Pour une dimension n quelconque, cette conclusion ne semble 
pas valable pour k => 0. On peut, semble-t-il, seulement 
affirmer que L est somme de dérivées d'ordre < k + 1 de 
fonctions m+ k fois continuement différentiables, si L est 
mesurable bornée ainsi que ses dérivées d'ordre < m; on pourra 
seulement dire que, si L est de support assez voisin de l’origine, 
et mesurable bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m, {L} 
est nucléaire de Dk*' dans DAT. 


Proposition 23 bis. — Soient K un compact de R", H un 
voisinage ouvert ou fermé de K. L’injection canonique de Dx°"*" 
(resp. D+") dans ®%(') est un opérateur nucléaire (resp. 
intégral, si n est impair ou m=(). 

1° Si HcH’, l'injection Dg*"*'>D%, se factorise en 
Dn+n+i_, Om _, Pr, donc on peut se borner, pour la démons- 
tration, à supposer H compact; alors 9% est un espace de 
Banach. 

Mais on sait que Ô est somme de dérivées d'ordre 
<m-+n-+1 de fonctions de 9" (voir lemme, 1°), dont on 
peut supposer les supports assez voisins de l’origine pour 
qu’elles opèrent, par convolution, de & dans &: 

toit DE. 
|P|l<m+n+i 

Alors l'injection canonique de Dx***' dans Dr est somme 
des opérations de convolution {D’L,}, qui elles-mêmes se 
factorisent en Gyatnss DE go ial gn et comme les opérations 
{L,} sont nucléaires, d’après la proposition 23, l'injection 
m+n+i_, Dm est bien nucléaire. 

20 Si n est impair ou m—0, on a vu (lemme, 2°) que à est 
somme de dérivées d’ordre <m-+n de fonctions qui sont 

1) Nous montrons que l'injection de Dg+"*! dans Da est nucléaire. L'image 


de Dz++1 par cette injection est en fait dans DZ; mais cela n’entraine pas que 
l'injection de Dgt"*! dans OP soit nucléaire, et nous ne pensons pas que cette 


propriété soit exacte. 
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bornées ainsi que leurs dérivées d’ordre < m, et de supports 
assez voisins de l’origine pour opérer par convolution de &x 
dans 6x; alors la même méthode que ci-dessus montre que 
l'injection DKk*"—®% est intégrale. 

Nous ignorons si cette conclusion subsiste pour une dimension 
n paire et m0. 


Remarques. — Cette proposition ne peut pas être très amé- 
liorée. Elle montre que l'injection ®%*'— Dy est nucléaire. 
Nous allons voir réciproquement que, si l'injection Di > Dy 
est nucléaire, l’intérieur de K n’étant pas vide, alors toute 
distribution S, dont les dérivées d’ordre < k sont des mesures, 
est une fonction continue; d’après le lemme, 39, cela n’est 
donc possible que pour k >n, et k>n+1—=2 si n=1. 
Ainsi l'injection DK > Dy n’est pas nucléaire, et l’injection 
Di > Dy n’est pas nucléaire si n = 1; nous ignorons si l’injec- 
tion Di > Dy est ou n’est pas nucléaire pour n > 1. 

De même Di — Dy est intégrale. Nous allons voir réciproque- 
ment que, si l’intérieur de K n’est pas vide et si Di > Dy 
est intégrale, toute distribution S, dont les dérivées d’ordre < k 
sont des mesures, est une fonction localement bornée. D’aprés 
le lemme, 4°, cela n’est done possible que pour k >n; donc 
De-'—+> Dy n’est pas intégrale. En résumé: 

Dit +> Di, est nucléaire; 

x > Dy est intégrale, et pour n= 1 n’est certainement 
pas nucléaire; 

De '—> Dy n’est pas intégrale. 

Donnons la démonstration dans le cas nucléaire, l’autre étant 
analogue. Supposons donc l'injection Dk + %, nucléaire, 


l'intérieur K de K n'étant pas vide. Soit S une distribution 
dont les dérivées d’ordre <k sont des mesures. Le problème 
étant purement local, on peut, en remplaçant au besoin S 
par #5, « e D, supposer que le support de S est compact; on peut 
méme, par translation, supposer que ce support est assez voisin 
de l’origine pour que la convolution {S} opère de &, dans 84, 
K, étant un compact d'intérieur non vide contenu dans K. 
Alors {S} opère continuement de Dk, dans Dk, du fait que les 


dérivées d’ordre < k de S sont des mesures; donc {S} : 


8 re? x oe 
K, EE Dk _. M, est nucléaire. D’aprés la proposition 23, cela 


prouve bien que S est une fonction continue. 
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CoRoLLAIRE 1. — Quels que soient le compact K de R" 
et Ventier m, Vinjection canonique de ®?*"*' dans 2" et 
Pinjection Lions de Dx dans D" sont nucléaires. 


COROLLAIRE 2. — L’injection canonique de &"*"*! dans 8" est 
un opérateur sous-nucléaire. 

Soit en effet Ÿ un voisinage disqué de 0 dans &"; il existe 
un compact K de R" tel que l’image f* de fe&™ dans & ne 
dépende que des valeurs de f et ses dérivées d'ordre < m 
sur K. Soit alors « e D, de support H, égale à 1 sur un voisinage 
de K, et soit [«] l'opérateur de multiplication par «. L’appli- 


Cm+n+i 


cation canonique & — 6" —6y peut se factoriser en 
ee Eu eee on 


comme 9% °"*'— 1%" est nucléaire (corollaire 1), 6"*"*' + 6% est 


Cm+n+i 


bien nucléaire, et & — 6" sous-nucléaire, c.q.f.d. 

Appliquons maintenant la proposition 10 à A= ++, 
K compact de R’, #4 —%%, H voisinage compact de K. 
Nous prendrons pour A linjection canonique, nucléaire, de 
Dr+*+! dans DF. Pour pouvoir appliquer la proposition 10, 
nous avons besoin d’une certaine propriété d’approximation 
relative soit à K, soit à 4. On ne sait pas si À la possède 
(si U est la boule unité de DE*"*', il faudrait que 


Kayo = (Ox*"*')! fort ait la propriété d’approximation; on ne sait 
pas s’il en est ainsi). Montrons que 46 la possède. Ÿ étant la 
boule unité de 9%, nous allons montrer que Hq, a la propriété 
d’approximation : 


Lemme. — 9% a la propriété d’approximation stricte, pour 
H compact de R". 
Considérons d’abord le sous-espace £°(D4; Da) = la) £(Di; DR) 
KCH 
de £(9%; DR); et montrons qu'il est strictement adhérent à 
l'identité I. Soit d> 0; on sait qu’on peut prouver une 
fonction a, de D, de support intérieur a H, égale a 1 en tous 


les points de H dont la distance a [ est > d, et vérifiant 


C 
Dr 4; 24) |D? (aa Feed) SS “S ||?’ 
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ou C est une constante absolue (ne dépendant que de m 
et n) ('). 

Soit [ay] l'opération de multiplication par a; Elle appar- 
tient bien à (9%; ®%), et nous allons montrer que [«;] 
tend vers I dans (9%; Di) lorsque d tend vers 0, ce qui 
montrera notre assertion ci-dessus (en prenant pour d les 


nombre Ex a ee re 
0 MS y 
Soit M un compact de DF. D’après le théorème d’Ascoli (°), 
les dérivées Do, o e M,|p|< m, forment un ensemble équicon- 
tinu de fonctions numériques sur R”. Si donc, pour tout d > 0, 


on pose 
n(d, M) = sup  |D’e(x) — D’g(2")| 
Ipl<m, PEM 
|x" —2'|<a 
n(d, M) converge vers 0 quand d converge vers 0. Comme ¢ 
et ses dérivées sont nulles sur la frontière H de H dans R’, 
on voit que, si xe R” est à une distance <d de ( H, on a 
| D?o(x)|< n(d, M) pour |p]l<m, ge M. 
La formule d’intégration 
(1, 4; 25) Dro() = [3 ie Dee) ja 
e' To t=1 ch: 


(intégrale prise sur un chemin rectiligne de x, à x, x,e H) 
montre, de proche en proche, successivement pour |p|= m—1, 
m— 2,..., que l’on a la majoration 


(II, 4:26) |D'e()|<(d/n)"-P(d, 10, 


pour |p|< m, ge, x à une distance < d de [H. 
On a alors, d’après la formule de Leibniz : 


(HL, 4527) Da —e) |< 3 (F ) [Dew —4)] [D9 
q<P 


Dre my 
< Sup py (An) hd, 1) < C(2Vn)"d"-n(d, M) 


pour œeM, |p|< m. 


() Soit H, l'intersection de ('H et d’une boule de rayon assez grand pour contenir 
un voisinage de H. H, est compact. On peut relativement à H,, construite une fonc- 
tion a, vérifiant les formules (III, 7; 15 et 16) de Scuwarrz [4]. On pourra alors 
prendre ici ag = 1— a, dans H, = 0 dans (H. 

(?) Boursaxi [3], chapitre x, § 4, n° 1, proposition 1, au moins pour m= 0, 
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Puisque n(d, M) converge vers 0 avec d, on voit bien que 
[au] —I converge vers 0 uniformément sur M, donc dans 
(Di; Pr), lorsque d tend vers 0. 

Pour montrer que Dj a la propriété d’approximation stricte, 
il suffit donc de montrer que (94) @ ®* est, dans L (DK ; 
Da), strictement dense dans (Dh; Di). Soit donc K un 
compact de H, et ue 4 (Di; Dz). On sait que 2" a la propriété 
d’approximation stricte (préliminaires, corollaire de la pro- 
position 3). Done ue%{(®%; DR) est strictement adhérente, 
dans £(®%; D"), à l’espace des applications linéaires continues 
de rang fini. Soit « e Dy une fonction égale à 1 sur un voisinage 
de K. La multiplication [«] est continue de 9" dans 9%; 
donc »—> [ajo est continue de £(D%; D") dans 4£,(D"; Dz); 
alors [ajowu=ued.(DG; Dk) est strictement adhérente, 
dans %(Df; 9%), à l’espace des applications linéaires 
continues de rang fini, ce qui finalement démontre la pro- 
position. 

HET é Pa a 

Appliquons alors la proposition 10. Soient ¢<¢9"*"*'(E), 
T < 9(F), E et F non nécessairement quasi-complets. 

Choisissons un compact K contenant le support de ©, alors 
ox = 9 e DE~"*'(E), et choisissons aussi un voisinage compact 

mm LES T 1m m\r (7 g 
Hde K. Appelons Ty l’image de T par D" — (9%) idee n’est 
pas une distribution, car 9% n’est pas normal). Par hypothèse, 
Ty est dans (Da) (F ; 6) (puisque DA est un Banach (‘)). Soit A 


l'injection nucléaire ®%*"+*'®9%. On peut alors calculer 

> > a 

ox". À lye E &,F. . 22 
D’après la méthode indiquée à la page 58, ox+,a Tu 

n’est autre que (L3®@ L&)(xm, où Gne(Drt"*) &. Dn est 

l'élément qui définit l'injection nucléaire A. A priori cet 

> > : 
élément dépend non seulement de + et T, mais encore de K 


et H. 

Nous allons voir qu’il n’en dépend pas. Soient H,, K,, 
et H,, K,, deux couples possibles; posons K=K,n K,, 
H=H,oH,, H est encore un voisinage compact de K, 


et ge Dg*"*"(E). 


(1) L'image de la boule unité, partie bornée complétante de 9%, doit en effet 
_ être bornée complétante dans F. i ; | 
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On a alors le diagramme commutatif : 


m+n+i 


DATE rea ; pe H, 


où toutes les opérations sont les injections naturelles, u et » 
continues, À et À, nucléaires. La formule (II, 4; 7) donne alors 


> > > > 
Px, “; A Tu, a PK “Alu. 


Le méme raisonnement montre que 


ox, pare <= x PAW 
ce qui prouve bien l’indépendance démandée. De manière 
analogue, on voit que l’élément obtenu est indépendant de m, 
pourvu que ge aewes" (EH) et que T soit dans DF); et 
si ¢€ D(E), oT est l’élément défini à la proposition 20 bis. 
On peut donc noter oT P élément rule de EG, F calculé 
avec m, K, H, quelconques. De plus nous voyons que out =0, 
si les supports de o et T sont sans point commun, car alors on 
peut choisir K contenant le support de 9, et H voisinage 
compact de K sans point commun avec le support de 3 de 
sorte que Ta = 0. 

Etudions les propriétés de continuité. Soit © un ensemble 
saturé de parties bornées complétantes de F. La proposition 14 
montre que GET converge vers 0 dans E@¢F, si 9 converge 
vers 0 dans un Dg*"*'(E), tandis que Æ parcourt une partie 
localement 6-équibornée de D"(F) (car alors Ty parcourt 
une partie G-équibornée de (Df), (F)). Comme %% est un 
Banach, une partie & de D"(F) est localement G-équibornée si et 
seulement si, quelle que soit la partie bornée D de 9”, U Lz(D) 

re 
appartient à ©; si © est l’ensemble de toutes les barEnbtined 
de F, cela signifie simplement que 8 est bornée dans 4,(9";F) 
ou dans D(F) = £,(9"; F), puisque D" est complet (') 


7? 


(1) Boursax [2], chapitre 111, § 3, n° 4, corollaire 1 du théorème I. 
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Un raisonnement analogue a celui de la page 87 montre 
alors que 9-¢ T converge encore vers 0 dans E 8; F, si g converge 
vers 0 dans D"~"*'(E) (muni de la toplogie limite inductive 
des 9% *"*'(E)) et que T parcoure une partie localement 6-équi- 
bornée de ®D"(F). 

[Mais si T est dans DA(F; ©) et que l’on cherche seulement 
QT eE&;F, on peut appliquer la proposition 17 au lieu de 
la proposition 10; car on sait (proposition 23 bis) que l’injec- 
tion canonique de DR~" dans DF est intégrale, pour n impair 
ou m=0. Si o converge vers 0 dans 9"*"(E) et que T reste 
dans une partie localement G-équibornée de D"(F), CRM 
converge encore vers (.] 

Soit maintenant © un ensemble saturé de parties bornées 
de E. La proposition 12 (compte tenu de ce que À est non 
seulement sous-nucléaire de ®%*"*' dans DF mais même 
nucléaire) montre que Gel converge vers 0 dans E 6, F, 
quand o parcourt une partie du type © de 9"*"*'(E) (ce qui 
veut dire du type © dans un Dg*"*'(E)), et que 4 à converge 
vers 0 dans D"(F). 9 

D’après la proposition 24 du chapitre 1, T e D"(F) est égale 
à une somme de dérivées d’ordre < m + n + 1 de fonctions 
continues: T= > Dr. 


. Pi<m+n+i FE , 
On peut toujours supposer, si T est localement 6-bornée, 


que l’image f ,(H) d’un voisinage H du support K de $ appar- 
tient à ©. Alors on aura 

(HH, 45 35)() Geb = f D (1) (Do) es f,l@)) dx, 

» Ri pj <m+n+i 

la fonction a intégrer étant continue a support dans K (puisque 
(e, f)—e Sgf est continue sur le produit de E par une partie 
de F appartenant à G). La formule (II, 4; 35) ne peut pas se 
démontrer par application mécanique de la formule (II, 4; 15). 
Il faudrait en effet passer par l'intermédiaire de 


(II, 4; 36) SgT= SY (1D ofp 


|p| <m+n+1 


(‘) Pour des raisons techniques tenant à des corrections de dernier moment, 
les formules (II, 7; 29 à 34) n’existent pas. 
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Or la théorie précédente ne donne pas directement un sens 


à D’o-gf, pour Drg e D4(E) ), f,e8%(F), car &°(F) = (8° (F), et 
l'injection Dx > 6 n’est pas nucléaire (elle est par contre 
intégrale, puisqu'elle se factorise en 


Di Le Lie Bi 
et que Lg — Lx est intégrale (‘)). 

Démontrons donc directement (II, 4; 35). Comme les deux 
membres dépendent seulement de T et des f, au voisinage du 
support de g, on peut toujours supposer Te& At 7°); i, e D'(F), 
avec F,(R ")e ©. Pour T et les f, ainsi fixés, les 2 membres de 
(II, 4; 35) dépendent continuement de pe D™*"*1(K) (nous 
Laos vu plus haut pour le premier membre; c’est trivial 
pour le deuxième, car si o converge vers 0 dans un OR" (BE), 
Dg converge vers 0 dans Dx(E), et (F,K ) e ©, donc Do(4 )&g AC) 
converge vers 0 uniformément sur R" en gardant son support 
dans K, donc son intégrale converge vers 0), et sont égaux 


sur le sous-espace dense D"*"**@E de 9"*"*'(E) (pour 
g =U® e, ve Darerh ee E, le premier membre vaut e® Le(‘y) 
d’après (II; 4; 6), le deuxième membre vaut 


e® D  (—1) "(Deh (a) fF, (x) de. 


R"|p|<m+n+1 
. la e oF . <a * > oF . 
Or il est équivalent d’écrire Pie » ou d'écrire 
ei ae > (—1)"| Dd (a) f(x) dx 
R" p 


pour toute | «9, donc aussi pour toute be D™**** par ripe 


A 


a la limite), dese ils sont égaux toujours. 

_ [Remarquons que nous n’avons pas supposé E ER à 
hides une fonction ®, m + n + 1 fois continuement différen- 
tiable à support compact, appartient à SA APTE mais 
n'appartient pas nécessairement à 9"*"*'(E) (à moins de véri- 
fier la condition ®,,.,,,, de la page 57). Mais la méthode de 


(!) Voir note (1) page 110. 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 119 


la page 94 permet toujours de définir un élément ¢ 9 T, de E 8, F, 
si T est localement 6-bornée]. 
On peut finalement énoncer : 


Proposition 24. — Soient E, F, des espaces localement 
convexes séparés, non nécessairement _quasi- complets. On peut 


définir un élément 9. Hi de E 8, F, pour 9 € DATE), Te D."(F) 
(m fini). L'application bilinéaire (9, T) np. -T est compatible 
avec les applications linéaires continues de E et F. Si 9 parcourt 
une partie bornée de ®"*"*'(E) et T une partie localement 
G,-équibornée de De” (F), Q- _T reste dans une partie bornée de 
E8,F. Le produit 9 .T est nul st les supports de 9 et T sont sans 


point commun. Sti o e DE), g- .T coincide avec l'élément défini 
à la proposition 20 bis. Si © (resp. ©) est un ensemble saturé 


de parties bornées de E (resp. bornées complétantes de F), oe or 

converge vers 0 dans E®,F quand 9 parcourt une partie du 
type © Fun DE-"**(E), tandis que à converge vers 0 dans 
Di" (F); 2 air converge vers 0 dans E @g F quand o converge vers 0) 
dans 9"~"**'(E), tandis que T reste dans une partie localement 
G- équibornée d de de 9."(F) [on peut méme définir 9 ay eE SF 


pour 9 ge D"*"(E), TedD"(F) localement G-bornée, n impair, 
ou n pair et m— 0; la dernière propriété de continuité subsiste 
dans ce cas, avec m+n au lieu de m+n+1]. L’ application 
bilinéaire (9, T)—9- “3 T (si F est quasi-complet, de sorte que 


toutes les parties bornées sont complétantes) de DR) X DR) 
dans E 8; F est la seule qui vérifie (II, 4; 1) (avec A = identité), 


et qui soit hypocontinue par rapport aux parties bornées. Si T est 
égale, sur un voisinage du support K de ®, à une somme finie 


de dérivées de fonctions continues, T = Sue D pF n avec 


F,(K) e G, on a (II, 4; 35). FO % 
On peut démontrer partiellement cette proposition d’une 
autre manière sans employer le lemme de la page 113. Soient, 


8 = Dee Ur Ag e D,"(F) localement ©- borné. Soit «ae D égale 
à À sur un voisinage du support de Q. Alors aT e 8/"(F; 6), 
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Cm+n+i 


et comme ge 6"*"*!(E) et que l’injection de & dans 6” 
est sous-nucléaire (corollaire 2 de la proposition 23) done 
sous-intégrale, on peut calculer 9-gaT d’après la proposition 
17 (8"*"* a la propriété d’approximation stricte, préliminaires, 
corollaire de la proposition 3). Le résultat ne dépend pas du 
choix de a. Il est identique à celui qui est obtenu parla méthode 
précédente [car c’est vrai sig e D™*"*! @E, et les deux résultats 
dépendent continuement de + pour T fixée; mais ici © n'a 
pas besoin d’être formée de parties bornées complétantes, de 
sorte que, pour 6 = §, il est inutile de supposer F quasi- 
complet]. 
> = 
Mais cette nouvelle méthode ne permet pas d’obtenir 9+, T 
F 6 = — 
ni même ST (’). 
ther Gal < 4 has = 2 
Remarques. — 1° Soit ge&"*"*'(E), Te &'"(F). Soit aeD 
OR = + es D LUE à 
égale à 1 sur un voisinage du support de T. Alors ag e D"*""'(E), 
=> . . . 
TeX’"(F), on peut donc appliquer la proposition 24, et 
> > A ; 4 * 
calculer «ao. TeE 8, F; le résultat est indépendant du choix 
= ms CS æ r : 
de a, on peut l’écrire 9-,T. Nous laissons au lecteur l’énoncé 
des propriétés de ce produit scalaire. 
Onis m+n+ 7 = 9° 
Plus généralement si 9 e&"*"*'(E), Te D’'"(F), et si l’inter- 
. gi = L 
section des supports de 9 et T est compacte, on pourra définir 
> => > => ea $ 
p+, T comme ao. T, « e ® égale à 1 sur un voisinage de l’inter- 
> > > => UE . 
section des supports de g et T; ©. T sera nulle si l'intersection 
des supports est vide. 
2° La possibilité de remplacer m + n + 1 par m+n ou 
m + n — 1 sera discutée au § 8, 2°” contre-exemple. 


$ 5. Produit multiplicatif. 


Proposition 25. — Soient 4, K, {, 3 espaces de distribu- 
tions, 46 et À normaux; E, F, 2 espaces localement convexes 
séparés, non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus 
que # est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu’il a la propriété 


(*) Ou alors il faudrait démontrer que &™+"+1 à la propriété d’approximation 
exigée par la proposition 10; c’est probable mais nous ne l’avons pas cherché. | 
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d'approximation stricte. Soit (S, T)—ST une multiplication 
de #X KR dans 4('), u-continue, u LY. On peut définir une 
multiplication (S, T)= (S fa (et une seule si À a la propriété 
d’approximation), application bilinéaire de #(E) x K(F) dans 
4(E 8. F), séparément continue et vérifiant: 


(II, 5; 4) ((Se) (TF) ).= STe ef, 


pourSe#, Tek, ee oe fe F. Cette multiplication est en outre 
hypocontinue par rapport aux parties bornées de #(E), et aux 
u.-parties de K(F); elle est continue si u.< 7. Cette application 
est compatible avec les applications linéaires continues de E, 
F ou de &, &, &. 

Il suffit d’appliquer la proposition 3 à la multiplication 
de 4 X À dans &. 


ExempLes. — On peut définir des multiplications, hypo- 
continues par rapport aux parties bornées, de &(E) x D'(F) 
dans 9'(E &,F),deOu(E) x S'(F) dans S'(E 8, F), deS(E) x S'(F) 
dans 0¢(E 8, F) (et même dans Ou(E 8. F)) (’). 

On peut aussi définir une multiplication, hypocontinue par 
rapport aux parties bornées de &(E) et aux parties compactes 


de D(F), de &(E) X D(F) dans D"(E 6, F). 


On peut aussi appliquer les formules (II, 2; 8). 


Alors Se & T). est la seule application linéaire continue 
de #(E) dans {(E 8, F) qui vérifie 


(II, 5; 2) [(Se)T].=SI.(e, T) =I,(e, ST). 


Si K ala propriété d’approximation, T= (Ss By est la seule 
application linéaire continue de Â(F) dans 4(E8,F), qui 
vérifie 


(II, 5; 2bis) [S(TA)].=T.(f, STE CT, À). 


(3) Rappelons (chapitre 1, page 70) qu'une multiplication de 36 X A dans € est 
une application bilinéaire séparément continue, coïncidant sur D X D avec la multi- 
plication usuelle. 5 PET. 
_ (2) Les espaces 8, 9’, 4, 4’, Ou, O!, sont normaux, et ont la propriété d approxi- 

| mation stricte (préliminaires, corollaire de la proposition 3). Ils sont nucléaires et 
de dual nucléaire, d'après GRormenDieck [5], § 2, n° 3, théorème 10, page 55. 


| 
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Remarque. — Si, au lieu de #6, on suppose que c’est À qui 
est nucléaire et le dual nucléaire, et a la propriété d’approxi- 
mation stricte, on peut aussi définir (S Te 4(E 8, F), pour 
$< R(E), Tex(F). Pour le définir, on appliquera la proposi- 
tion 25. à la multiplication de KH X # dans £ déduite par 
symétrie de la multiplication donnée; à l’élément obtenu 
(T $). ei(F 8, E), on appliquera la symétrie canonique 
F 6, E— a 8x F. 

Si alors 4 et À ont tous deux ces propriétés, on peut définir 
deux produits; mais il coincident sur (4#®E) X (KR@F), 
et sont séparément continus, donc coincident partout. On 
peut donc employer la même notation (ST), pour ces deux 
produits. 


Associativité de la multiplication. 


Proposition 25 bis. — Soient 46, KH, 4, Ab, To des espaces 
de distributions normaux. Supposons qu il existe des multipli- 
cations de dé X K dans W, deh X £ dans Tb, de MW X L dans 9’, 
de 36 X Yo dans 9', et qu’on ait la relation d’associativité 


(II, 5; 3) (RS)T=R(ST), pour Re, Sek, Ted. 


Supposons d’autre part vérifiées les conditions énoncées dans 
la proposition 25, pour que ces diverses multiplications puissent 
s’étendre aux distributions vectorielles, et supposons que H, K, 
£, aient la propriété d approximation. Alors on aura aussi: 


(II, 5;3 bis) ((RS),T).=(R(ST),), ¢ (E®F eG), 


pour Re d6(E), Se R(F), Te £(G) (en identifiant (E 8, F) 8. G et 
E 6, (F 8,G) a (E®F®G)p). 

En effet les 2 membres de (II, 5; 3) définissent des applipal 
tions trilinéaires sur d6(E) X R(F ) x £(G), hypocontinues 
par rapport aux parties compactes, et qui coincident sur 
(4 ® E) X (R@®F) x (£@G), produit de sous-espaces denses 
(proposition 11 du chapitre 1); donc elles coincident partout. 


Cas où l'un des facteurs est une fonction indéfiniment dérivable. 
Il existe des produits multiplicatifs de 2 distributions sca- 
laires, dont aucune n’est une fonction indéfiniment dérivable. 
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Par exemple on peut définir une multiplication de &" x 9 
dans 9. Mais nous voulons ici que 46 soit nucléaire; dans 
tous les cas pratiques, #6 est ou bien un espace de fonctions 
indéfiniment dérivables, ou bien un espace de distributions 
d’ordre non borné, auquel cas À est un espace de fonctions 
indéfiniment dérivables. 

Nous ne restreindrons donc pas la généralité pratique des 
résultats obtenus en supposant que 36 ou À est un sous-espace 
de &, muni d’une topologie plus fine que la topologie induite. 
On a alors le résultat suivant : 


Proposition 26. — Si # est un sous-espace de 6, muni 
d'une topologie plus fine que la topologie induite, le produit 
(a T),eD(E 8,F) est le même, que l’on considère a comme 
élément de H(E) et T comme élément de R(F), ou que l’on consi- 
dère a comme élément de &(E) et T comme élément de D'(F). 
Résultat symétrique si c’est À qui est un sous-espace de &. 

Remarquons d’abord que la chose est évidente si E et F 
sont le corps des scalaires. # et À sont en effet normaux; 
on peut donc trouver des &;e ® (resp. des T, € D) convergeant 
vers & e X(resp. TeX). On a, pour chacun des deux produits : 
aT = lim (lima,T,), et sur D X D les deux produits coincident 

j k 


Dacia multiplication usuelle. 

Mais alors le cas vectoriel en résulte aussitôt, puisque le 
produit est compatible avec les applications linéaires continues 
de % et K. Le diagramme commutatif 


SOS MK a GD 


nigh 


donne naissance au diagramme commutatif : 


R(E) x A(F) 6(E) x 9'(F) 


| > 
D'(E 8, F) 
ce qui démontre la proposition. 
Remarques. — 1° Même si l’on n'a ni Hc, ni Kc, le 


produit (S y ne dépend que de SeD(E) et Ted(F) et 
non de % et #, pourvu que l’un de ces deux espaces ait la 
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propriété d’approximation par troncature et régularisation. 
Nous laissons au lecteur le soin de le montrer en s’inspirant du 
raisonnement de la page 43. bi 

Il en est de même, sans rien supposer sur 46 ou À, si S e D(E) 
ou Si Te DF), d’après le raisonnement déjà utilisé page 123 
(parce que Ÿ est un sous-espace de 96 et de À, avec une topo- 
logie plus finé que la topologie induite). 

Si l’on ne fait pas d’hypothése spéciale sur 46 et À, mais si 
l’on sait que Se &(E), peut on dire que (S ibe soit nécessaire- 
ment le méme, pour S consédéré comme élément de d6(E), 
T considéré comme élément de K(F), et pour $ considéré comme 
élément de &(E), T considéré comme élément de 9'(F)? 
Nous ne le pensons pas. 

20 Si & et À sont tous deux contenus dans 6, avec une 
topologie plus fine que la topologie induite, la multiplication sur 
d6(E) x À(F) est induite par la multiplication sur &(E) x &(F), 
car, d’après la proposition 26, toutes deux sont induites par 
la multiplication sur &(E) X 9’(F); la multiplication de 
&(E) x &(F) dans &(E 8, F) est par ailleurs la multiplication 
triviale (a, 6) + a(À) ®z di &), comme on le voit immédiatement 
(c’est aussi un cas particulier de ce qui sera démontré à la 
proposition 28). 


Problèmes de support. 


Proposition 27. — Si ae &(E), Te 9'(F), le support de 
(aT), est contenu dans l'intersection des supports de a et de T 
(done la valeur de (a io ne dépend que de la valeur de « sur un 
voisinage arbitraire du support de T). 

Soient A et B les supports de $ et T, An B= K. 

Alors la multiplication induit une application bilinéaire 
séparément continue de &4(E) x 9;(F) (‘) dans D'(E 8, F); 
mais l’image de (64 @ E) X (D3 @ F) est dans Dx(F), fermé 
dans 9'(F); comme &, et Dj, sous-espace d’espaces nucléaires, 

(?) Rappelons que, si A est une partie fermée de R", 36 un espace de distributions 
sur R", 46, est le sous-espace de 36 formé des distributions sur R" de support dans A; 


il est donc toujours considéré comme muni de la topologie induite par 36. Alors 


%,(E) = H,cE est le sous-espace de #(E) formé des distributions de J6(E) de 
support dans A. | 


ie 
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sont nucléaires, donc ont la propriété d’approximation (1) 
Ga ® E est dense dans Sa(E), Ds ® F est dense dans 9)(F) 
donc l’image de 8,(E) X 94(F) est aussi contenue dans D(F) 


u 
? 


Formule de dérivation du produit. 


Proposition 28. — On a la formule 
d >> da >oT | 
I > FA Tes à AT QU 
(IL, 5; 4) a (at). ora 


pour aeëê(E), Te 9 (F). 

Les 2 membres définissent en effet des formes bilinéaires 
séparément continues sur &(E) X 9’(F), et qui coincident sur 
(6 @ E) x (D' @F), produit de sous-espaces denses, donc partout. 


Cas où S et T sont toutes les deux des fonctions. Notation 
fonctionnelle du produit. 


Proposition 29. — Si fe &(E), et sv ge D'(F) est une fonc- 
tion localement intégrable, alors (f 8) est la fonction localement 
intégrable f(&) @. 3 (2) (®, veut dire qu'on la considère comme 
prenant ses valeurs dans E 8, F). | 

Les deux applications : (Ff, g)—(?, 2) et (Ff, g)—f(&) ®.g(&), 
sont des applications bilinéaires de &(E) X 4*(F) dans 4*(E 8, F) 
séparément continues, qui coincident sur (6 ® E) x (4' @ F), 
donc partout. 

C’est pourquoi nous emploierons dans tous les cas la notation 


fonctionnelle : pour $ e H(E), TeX(F), dans les conditions 
d'application de la proposition 25, nous noterons toujours par 


S() @,, T(2) le produit (ST), QE 
(Il, 5; 5) (ST), = S(2) @, T(4). 


() 6 et D’ sont nucléaires (note (?), page 121). Un sous-espace d'un espace nucléaire 
est nucléaire (GrormenDieck [5], § 2, n° 2, théorème 9. 1, page AT, ou SCHWARTZ [2], 
exposé 18, proprosition 4). Tout espace nucléaire a la propriété d’approximation 
(voir note (1) page 58). “ee Ce | 

(2) Cette notation pourra donc se trouver contradictoire : si S et T sont des fonctions 
fet £, si l’on a les conditions de la proposition 25 mais non celles de la proposition 29, 


| _ ilse pourra que (0 que nous aurons noté S(2) @+ T(), ne soit pas défini par la 


fonction x > f(x) Q ga). Mais cela ne risque pas de se produire souvent dans la 
pratique. 


426 LAURENT SCHWARTZ 


Relation entre produits scalaire et multiplicatif. Notation fonc- 
tionnelle du produit scalaire. 


Proposition 30. — Pour aeë(E), TeD(F), 9 e D(G), 


on a: 
(IL, 5;6) (aThro=(arh-T=a.,(Te)e(E®F@Gy, 


les produits scalaires étant ceux qui sont définis à la proposition 4, 
respectivement pour les couples d’espaces (D', D), (D, D’), (6, &'). 

En effet, les 3 membres sont séparément continus et 
coincident sur (8 @ E) x (2 ® F) X (D9 @® F), done partout. 

Il est évidemment intéressant d’étendre cette formule a 
des espaces 46, À, autres que 6, 9’, D. 

Par exemple on pourra supposer a e &(E), Te &'(F), ? e &(G), 
ou bien ae Om(E), Te S'(F), o e §(G), etc... On peut donner une 
proposition générale, dans le style de la proposition 25 bis. 


Proposition 31. — Soit 4 un espace vérifiant les conditions 
de la proposition 4. Supposons en outre qu’on puisse définir 
une multiplication de 346 X d6' dans D;,, hypocontinue par rapport 
aux parties compactes. Alors on peut définir, d’après la propo- 
sition 4, un produit scalaire (a, T) de d6(E) x 4'(F) 
dans (E &, F), et d’après la proposition 25, un produit multi- 
plicatif (a, T) (aT), de #(E) X #/(F) dans ®,,(E 6, F). On a 


la relation : 
(II, 5; 7) an T= f (aT), 


Les deux membres définissent en effet des applications 
bilinéaires de 4#(E) X 46'(F) dans E &, F, séparément continues 
(propositions 4 et 25; et proposition 36 du chapitre 1), et qui 
coincident sur (9 ® E) X (D@F), donc partout ((D @ E) est 
dense dans #@.E, puisque 4 est normal, et que 4 @ E est 
dense dans 4(E) puisque 4, nucléaire, a la propriété d’approxi- 
mation; de même ® @ F est dense dans #6 (F)). 

C’est pourquoi, toutes les fois que les conditions énoncées dans 
la proposition 31 seront réalisées, nous pourrons, conformément 
à la notation (11, 5; 5), écrire sous la forme 


Sew (9(2) = T(x) dar 
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le produit eeigs 
> > > > 
(II, 5; 8) Pal= ff (o(x) ®, T(x))de. 


Cette formule est justement celle qui avait été annoncée 
à (II, 3, 8); elle est maintenant justifiée. 

On pourra l’employer en particulier pour 46 — ®, &, J; 
les multiplications sont en effet hypocontinues de 9 x 9’, 
6 x &, ¥ x ¥’ dans &, &’, Og respectivement, donc dans %;.. 


Produit multiplicatif général. 

Il est utile de généraliser le produit multiplicatif, comme 
nous avons généralisé le produit scalaire au § 4. Il'serait trop 
long de faire une théorie complète; nous nous bornerons 
aux cas les plus utiles. Le principe de la méthode va consister 
à ramener le produit multiplicatif au produit scalaire par la 
formule (II, 5; 6), et à appliquer ensuite les résultats du $ 4. 


Proposition 32. — Soient #, K, {, M(') des espaces de 
distributions normaux sur R", E et F des espaces localement convexes 
séparés, ces espaces n'étant pas nécessairement quasi-complets. 
Soient © (resp. G) un ensemble saturé de parties bornées de E 
(resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que 
KoH et que l'injection À de À dans # est sous-nucléaire; 
on suppose d'autre part que À ou & à la propriété d approxima- 
tion requise dans Vénoncé de la proposition 10, et que 4 est 
bornologique. 

Enfin on suppose donnée une multiplication de NX 46, dans ‘Si, 
provenant, par transposition, d'une multiplication de M X £ 
dans À, hypocontinue par rapport aux parties compactes de 4. 
Alors on peut définir une « multiplication »(*) de M(E) X FGF ; B,) 


dans £(E 8, F), notée (a, T) > (aT), vérifiant : 

(I, 5:9)  (GT).c= ap aTeEGF, 
pour toute 9 e{; le second membre est celui qui est défini à la 
proposition 10, pour age K(E), Te (F; bo). 

(‘) Observer le changement de notation entre les propositions 25 et 32. ay 

(2) Nous avons mis multiplication entre guillemets. C’est une opération bilinéaire 


| de M(E) x HA(F; Bo) dans S(ES.F), qui est évidemment apparentée à une multi- 
plication, mais qui, par exemple, n'est pas nécessairement séparément continue! 
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On a 
(II, 5; 10) — [(ae) (Tf), = (aT)e @f, 


pour aeM, Ted, eck, fer. 

Cette man re plication est sémpétible avec les applications linéaires 
continues de E, F, ou de 46, K, 4, M. 

Si les conditions dhppit dela proposition 25 sont aussi 
vérifiées pour M, #1, LL, l’image de (a À) dans {{(E &.F) 
coincide avec le produit (a 153 défini à la proposition 25. 

Si a parcourt une partie du type © de M(E), et que T converge 
vers 0 dans #,(F) en restant dans une partie {,-équibornée, 
(a TT converge vers 0 dans L(E &SF); si l'injection A est 
non seulement sous-nucléaire, mais nucléaire, il est inutile de 
contraindre T à rester dans une partie {,-équibornée. 

St T est 6-bornée, on peut définir (a Td même si À n'est pas 
bornologique, pourvu que la multiplication de M x £ dans HK, 
déjà supposée hypocontinue par rapport aux parties compactes 
de £, soit en outre hypocontinue par rapport aux parties compactes 
de M. Dans chacun de ces deux cas (£ bornologique, ou multi- 
plication hypocontinue par rapport aux parties compactes de M), 
si a converge vers 0 dans M(B), et que T reste dans une partie 
©-équibornée de H{F), (a Te converge vers () dans L(E &; F). 

Nous partons d’une multiplication de M X dans #; 
d’aprés la proposition 21 bis du chapitre 1, elle définit une 
application bilinéaire, encore notée multiplicativement, de 
M(E) X 4 dans À(E). Alors, pour aeM(E), 9 ef, a est un 
élément bien déterminé de K(E); comme Tek{F re a 
second membre de (II, 5; 9) a bien un sens, d’après la propo- 
sition 10. Alors (a Ty est défini comme application linéaire 
9—(aT),-¢=ag+,,T de £ dans E 8, F. 

Nous devons montrer que cette application est conti- 

at) . . . 
nue; alors (a ay sera une distribution, et on aura méme 


br er 
(a T),e {(L; E&, F)(') e L(E &, F). Comme { est bornologique, il 
(?) Les deux £ n’ont pas ici le même sens; le premier est celui qu'on emploie dans 


£(A; B), espace des applications linéaires continues de A dans B, le second est 
l’espace € introduit dans l’énoncé. 
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suffira de montrer que si + parcourt une partie compacte 


L de 4, (aT).. ? parcourt une partie bornée de E&,F ('), 
Or, lorsque o parcourt L, les multiplicateurs [o] forment une 
partie besarte de Mane À), done aussi une partie équi- 
tinue de (ME ); K(E)) (proposition 1 du chapitre 1); alors, 


pour à fixée, a reste bornée dans H(E) pour o e 4, et comme T est 
fixe, la fin de la proposition 10 exprime justement que ap AT 
reste bornée dans E 8, F. On a donc bien (aT), ef, (E 8, F). 


Supposons que a parcoure une partie du type S de ME). 


Si © parcourt une partie compacte L de 4, az parcourt une 
partie du type © de À(E) (en effet, pour tout k’ de #/, on a 
Le (k) = Lz(‘[¢]- (’)); si k parcourt une partie équicontinue 
de HK’, [c]-(k') parcourt une partie équicontinue de Mt’ pour 
gL, puisque L définit une partie équicontinue de {{M; 3) (?); 
donc La(‘[¢ ]-(4)) décrit une partie de E appartenant à © 
puisqu’ a est du type ©, et ag décrit bien une’partie du type © 


de #(E)). Si alors T converge vers 0 dans 46,(F; 8,), en restant 
dans une partie §,-équibornée (condition inutile si A est 


. > A ss 
nucléaire), az -<« T converge vers 0 dans E 8, F d’après la 
. . agi L Em 
proposition 12, donc C 37 converge bien vers 0 dans L(E&SF). 
. =4 , , . ° 
Supposons maintenant T ©-bornée. Définissons toujours 
>> > = E hs sl 
(GT )g -¢ par ao-¢T. Montrons que l'application linéaire 
o> (aT): ¢ de £ dans E&&F est continue, même sans 


supposer £ bornologique, pourvu que la multiplication de 
M x £ dans À soit hypocontinue par rapport aux parties 


(1) Soient L, M, des espaces localement convexes séparés. Soit u une application 
linéaire de L dans M, transformant toute suite convergeant vers 0 dans L en une 
partie bornée de M; alors elle transforme toute partie bornée de L en une partie 
bornée de M, donc elle est continue si L est bornologique (Bourzaxr [4], théorème 3, 
page 11). A fortiori, si L est bornologique, toute application linéaire de L dans M, 
transformant toute partie compacte de L en une partie bornée de M, est continue. 

(2) Soient MN et H des espaces localement convexes séparés, L une partie équi- 


continue de £(IN; K). Soit K un voisinage de 0 de À; de la formule ‘u(K°) eta (K) 1), 
on déduit que U tu(K°) € Oke Ca (K))'e as (\: u wo) ; comme L est équicontinue, 


u€L u€L uEL : ' AE 
a u (K) est un voisinage de 0 dans JM, et son polaire est bien une partie 


uEL 
équicontinue de JW. 
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compactes de M. Si @ converge vers 0 dans 4, ao converge 
vers 0 dans HE), en vertu de la proposition 21 bis du 


chapitre 1, et alors a wy converge bien vers 0 dans E @; F, 
- 
en vertu de la proposition 14. Supposons alors que « converge 


vers 0 dans M(E) (£ bornologique, ou multiplication de 
mx À dans 4 hypocontinue par rapport aux parties 
compactes). Si 9 parcourt une partie compacte L de 4, nous 
venons de voir que les [¢] sont équicontinus de 1 (E) dans 


K(E), done a converge vers 0 dans Ji(E); si alors T parcourt 
à ‘ 3 > — 
une partie G-équibornée de 4(F), ao-¢T converge vers 0 


d’aprés la proposition 14, et (aT). converge bien vers 0 dans 
L(E 8¢ F). 


Nous devons voir maintenant pourquoi l’application bilinéaire 
ainsi définie de W(E) x 4,(F; 6,) dans L(E 8, F) mérite le 
nom de multiplication. 

Remarquons d’abord que, « par transposition » de la mul- 
tiplication de M X 4 dans À, donc dans 96, on peut définir 
une application bilinéaire de M x H, dans 4). Elle se définit 
(si on la note aussi multiplicativement) par (m h’, 1) = (ml, h’) 
pourmeW,leïf,h e%';h — mh’ est transposée de 1 ml. M et 
46 sont normaux et cette application bilinéaire coincide sur D X D 
avec la multiplication usuelle ; c’est donc elle-même une multipli- 
cation si elle est séparément continue. Or si me est fixé, 
h'— mh' est continue de , dans %, comme transposée 
d’une application linéaire continue de £ dans %; si h eH’ est 
fixé, et que m converge vers 0 dans M, on sait que /m converge 
vers 0 dans 96, uniformément lorsque J décrit une partie 
compacte de {£; donc on sait que mh’ converge vers 0 dans %. 
Il est donc exact de dire, comme nous le faisons dans l’énoncé, 
qu’une multiplication de M X {dans KH, donc dans #, hypo- 
continue par rapport aux parties compactes de %, définit 
«par transposition » une multiplication de M x 4%! dans “i. 

Alors on a la formule (II, 5; 10), où «T est précisément le 
produit multiplicatif de M x 96; dans £, ce qui justifie le 
nom de produit multiplicatif pour (a T),; (II, 5; 10) résulte 
en effet trivialement de (II, 4; 1), et de la définition même de 
aT par transposition: aT.o— «v.T. Supposons maintenant 
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ae puisse aussi définir (aT). d’après la proposition 25 : M, %!, 

, E, F, sont quasi- complets; A est nucléaire et de dual 
“TR et a la propriété d’approximation stricte; la multi- 
plication de M X 36! dans { est hypocontinue par rapport 
aux parties compactes. Montrons alors que cet élément 


(aT), est l’image de l'élément (aT),, défini ici, dans 
(EF). Les deux produits sont continus en ae M(E), 
pour Tex: (FP; B) fixée; M est nucléaire, donc a la propriété 
d’approximation ; l'égalité des deux produits résultera de 
leur égalité pour æe@E. Soit donc «= we, ae, 
eck. Le produit de la proposition 25 vérifie (II, 5; 2), done 
CHARTE = [ (e, xT). 0 = =e® (oT. o) d’après la 2e formule 
(II, 2; 6 bis). Mais, d’ après | la formule (I, 3; 6), aT -o=T- ao; 
alors finalement GT). <o= =e® Lz(a9), ce qui, d’après (II, 4; 6), 
est age + a à image dans E 8, F de aoe + ..T défini à la propo- 
sition 10; ce qui prouve |’ identité des deux produits considérés. 

On pourrait aussi supposer qu’on puisse définir (aT), d’après 
les conditions symétriques de celles de la proposition 25: 
4 nucléaire et le dual nucléaire, vérifiant la propriété d’ap- 
proximation stricte; nous laissons au lecteur le soin de vérifier 
(la démonstration comporte quelques difficultés supplé- 


mentaires) que le produit ainsi défini coïnciderait aussi avec 
celui de la proposition 31. 


Remarques. — 1° Supposons que 4 et À, au lieu de vérifier 
les conditions de la proposition 10, vérifient celles de la propo- 
sition 11, et que l'injection A de À dans # soit nucléaire 
(£ étant toujours bornologique). Alors on peut définir 
(a T), e {(E 8, F) pour aeM(E), Te 46;(F) non nécessairement 
bornée. 4 a encore (II, 5; 9 et 10). Si & parcourt une partie 
du 1 type © de M(E), et que T converge vers 0 dans #/(F), 


aT « converge vers 0 (remarque page 71). Si © est un 
ensemble saturé de parties bornées quelconques de #4,(F), et 
si T est du type 6, on peut définir (aT) méme si £ n’est pas 
bornologique, pourvu que la multiplication den X {dans À soit 
hypocontinue pas rapport aux parties compactes de M et de L + 


| en tout cas, si a converge vers 0 dans M(E) et que T reste 
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dans une partie du type © de #,(F), (a T)g converge vers 0 
(remarque page 74). 

20 Supposons que À et #, au lieu de vérifier les conditions 
de la proposition 10, vérifient celles de la proposition 17 
(autrement dit, H a la propriété d’approximation stricte), 
et que l’injection A de & dans # soit sous-intégrale. Soit © un 
ensemble saturé de parties bornées quelconques de F. Alors on 
peut définir (aT)çe%(E &GF), pour &eM(E), Te X(F; ©), 
soit si Ÿ est bornologique, soit si la multiplication de M X 4 
dans $ est hypocontinue par rapport aux parties compactes 


de A et &; si a converge vers 0 dans M(E), et que T reste 


dans une partie 6-équibornée de &,(F), (aT), converge vers 0. 
3° Si K vérifie les conditions de la proposition 17, A sous- 


. , . , . > À (ol => 
intégrale (voir 2°), on peut définir (a Tee ®,F), pour 
a eM(E), TeL(#;F), soit si £ est bornologique, soit si la 
multiplication de M x {dans À est hypocontinue par rapport 
aux parties compactes de I et 4. 

Si & converge vers 0 dans M(E), et que Lz reste dans une 

. , . . > —- 

partie équicontinue de 4(4; F), (aT), converge vers 0. 

Si deux quelconques des produits (a T) définis, soit à la propo- 
sition 32, soit aux remarques 19, 20, 30, ont un sens, ils coincident 
(propositions 11, 17, 19). 

49 Le produit multiplicatif défini à la proposition 25 est 
de nature différente; on ne définit pas (a Te par az Se Ty en 
se ramenant a une définition antérieure de produit scalaire. 

Quoi qu’il en soit, si le produit défini soit à la proposition 32, 
soit à l’une des remarques 1°, 2°, 3°, à partir des espaces 4, 
KR, 4, M, existe, et si en même temps la multiplication de 
M Xx 46, dans Ÿ satisfait aux conditions de la proposition 25 
(M nucléaire et de dual nucléaire, etc...), alors le produit 


(aT),, défini par l’une ou l’autre des méthodes, est le même 
(on le voit encore d’après le raisonnement de la page 31). 

5° Bien que la proposition 32 soit une généralisation de la 
proposition 25, certaines de ses hypothèses, relatives aux 
espaces de distributions qui interviennent, sont en fait plus 
fortes que celles de la proposition 25. Par exemple toute 
pe® est dans { donc est un multiplicateur de M dans K; 
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il n’y a rien d’analogue dans les hypothèses de la proposition 25. 
On en déduit certaines propriétés du produit multiplicatif 
de la proposition 32, qui ne semblaient pas pouvoir étre démon- 
trées pour le produit de la proposition 25, sans supposer 
des propriétés supplémentaires d’approximation par tronca- 


ture et régularisation. Par exemple: sv a < &(E), alors (a T), est 
> 


le même, que l’on considère a comme élément de M(E) et T comme 
élément de HE; 8), ou que l’on considère 4 comme élément 
de &(E) et T comme élément de D'(F; 8.) (proposition 32 apph- 
quée a 36, = K,—=9, 4, —9, M, —6). Soit en effet oe D. Le 
produit a» est le même dans les deux cas (car le multiplicateur [o], 
de M ou de & dans ®’, est défini par un passage à la limite à 
partir du multiplicateur [9] de ® dans 9’, et est donc induit 
par le multiplicateur [9] de 9’ dans 9’; donc le multiplicateur 
[o] de ME) ou de &(E) dans D'(E) est induit par le multipli- 
cateur [+] de ®'(E) dans D'(E)); alors ao T est le même, 
que l’on considère a comme élément de A(E) et T comme 
élément de %/(F; 8,), ou que l’on considère 9 comme élément 
de D(E) et T comme élément de 9'(F; 8,) (proposition 20) 
page 83), alors qu’une telle affirmation n’était sans doute 
pas valable pour le produit de la proposition 25, sans hypo- 
thèse supplémentaire sur 46 ou &. 

Mais si Teë(F; Bo) = (6 XF: Bo) (aT), est-il le méme que 
l’on considère « comme élément de M(E) et T comme élément 
de #4(F ; Be), ou a comme élément de 9’(E) et T comme élément 
de &(F; 6,)? Nous l’ignorons. 

6° Pour connaitre (aT),e D'(E 6, F), il suffit de connaitre 
a, +. et les espaces 4 et À, mais non { et M. En effet a est 
alors connu pour 9 e 9 (le multiplicateur [9] de M(E) dans À(E) 
étant la restriction du multiplicateur [9] de D'(E) dans D'(E), 
voir remarque 5°), donc a ..T est connu, et par suite al). 
Nous laissons d’ailleurs au lecteur le soin d’établir les princi- 
pales propriétés de ce produit multiplicatif (généralisation des 
propositions 26, 27, 28, 29) a partir des résultats du § 4. 
Nous nous contenterons d’énoncer ce qui suit: 


CorocLatre 1. — Soient E et F des espaces localement 
convexes, non nécessairement quasi-complets. On peut définir 


134 LAURENT SCHWARTZ 


un produit multiplicatif (a T), e 9'(E 6, F), dans les cas suivants : 
10 Ge &(E), Te D'(F) localement B,-bornée; 
2° we 9'(E), Te &(F) localement {,-bornée; 
30 &eëmtrti[E), TeD"(F); alors (a T),e D" (E &, F); 
49 %e Oy(E), TeS(F; 6); alors (aT) e S'(E 6, F). 
On a (II, 5; 9), pour o e D (cas 1 et 2), 9 e D"*"*" (cas 3), 
ge (cas 4), et (II, 5; 10). On a aussi 


(II, 5 ; 11) (aT),-o=a-oT, 
pour o e D (cas 1 et 2), 9 e D" (cas 3), 9 e S (cas 4). Ona par ailleurs 


(11, 5312) (aT), = ((6a)T). = (a(6T)), 
pour Be® (cas 1 et 2), Be &"™*"*' (cas 3), Be Oy (cas 4). 
Soit G(resp. 6) un ensemble saturé de parties bornées de E 
. (resp. de parties bornées complétantes de F). Si a converge vers 0, 


et que T reste dans une partie localement 6-équibornée de D'(F) 
(cas 1), localement ©-équibornée de &(F) (cas 2), localement 
6-équibornée de D"(F) (cas 3), T-équibornée de S'(F) (cas 4), 
(aT), converge vers 0. Si a reste dans une partie du type ©, 


et st T converge vers 0, en restant dans une partie localement 
B-équibornée de D'(F) (cas 1), de &(F) (cas 2), sans condition 
spéciale (cas 3), ou en restant dans une partie B-équibornée 


de S'(F) (cas 4), (a Te converge vers 0. 
n a la formule de dérivation du produit (II, 5; 4) (où 


m est remplacé par 1), pour xe8(E) (cas 1), ae D'(E) (cas 2), 
ae 6™*"+2(R) (cas 3), a e Ou(E) (cas 4). Le support, de (a T), 
est contenu dans l’intersection des supports de a et T; donc la 
valeur de (aT), ne dépend que des valeurs de « dans un voisi- 
nage arbitraire du Support de T. 

Dans le cas 2, siae QE), et si T est localement 6-bornée dans 
6(F), et dans les cas 1, 3, 4, si T est une fonction, et st, quel 
que soit le compact K de R', il existe une partie disquée Be 
telle que Te Lx(Fs); alors (aT), est la fonction localement 
intégrable a(À) @g T(2). 


ee ee 1. 
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Dans les cas 1, 3, 4, si, pour tout compact K de R’, 
(U AG deg et si Ted'(F), et dans le cas 2, si a est une 
xEK 
fonction, et si, pour tout compact K de R", il existe une partie 

. À hs > — > ; 
disquée Ae © telle que « e Lx(EA),alors (aT). est la fonction 

* > \ >, 

localement intégrable «(%) Se T(x). 

Dans les cas 1, 2, 4, si Te {'(F), et dans le cas 2, si aed (BE), 
HS 7 bd A Th A) 

(aT), est la fonction localement intégrable a( 2) ®, T(Z). 

Le cas 1 ne résulte pas directement de la proposition 32 
(avec K=H=9, I= 9, M=6&), car celle-ci exigerait 
> £ < 
TeD(F; §,), c’est-à-dire globalement {,-bornée. Mais on 
pourra, pour tout ouvert borné ( de R", appliquer directement 
la proposition 32. (avec 4 = K — {— Do, M = &g); on trouve 

. . . . . Tati nue 
ainsi, pour chaque Q, une distribution (a T).0 = (agTQ) de 

a . . . A sad 

DGSE 8, F); si Q, ¢ Qe, on voit aussitôt que (aT).o, et (aT).a, 
coïncident dans Q, (c’est tout simplement la compatibilité du 
produit scalaire du § 4 avec les applications linéaires continues 
de À et #; ici il s’agit de l'application canonique Pa, > Va); 

. . . . Fr 

alors l’ensemble des (& T).a définit une distribution (a T), 
qui vérifie bien (II, 5; 9) pour 9 e D. On pourra aussi directe- 
ment appliquer une proposition analogue a 31 s’appuyant 
non pas sur la proposition 10, mais sur la proposition 20 bis. 

On voit aisément que ces 2 méthodes donnent le méme résul- 
tat, puisque précisément la proposition 20 bis se déduit de 
la proposition 10 par localisation. Le cas 2 se traite de méme. 
Le cas 4 découle directement de la proposition 31 (avec 
k= H=S, L=J, M — Ou); le produit du cas 4 est une 
restriction de celui du cas 1 (compatibilité avec les applications 
linéaires continues de #, K, £, M). 

Le cas 3 est un peu plus subtil. Si nous posons (11-559), 

> CE 

on est obligé de supposer 9 e ®"*"*", pour que ap € Dre El 
TeD"(F), et qu'on puisse appliquer la proposition 24. 

. >> = 5 

Comme nous voulons obtenir (aT), eDM(E 6, F), il faut 

pouvoir prendre 9e". Nous poserons alors, par définition, 
> > Seta re eg 2 

CT — as oT; comme ae 6™*"*'(K), eTe6"(F), ao a 
un sens d’après la remarque qui suit la proposition 24; nous 
laissons au lecteur le soin de montrer, comme dans la propo- 
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sition 31, que (aT), ainsi définie est bien une distribution de 
DE 8, F). 

La formule (II, 5; 9) résulte de la définition, sauf dans le 
cas 3. Dans ce cas spécial, (II, 5; 9) résulte de (II, 4; 12), 
pour o¢9"*"*', Au contraire c’est (II, 5; 11) qui résulte 
de la définition dans le 3, et de (II, 4; 12) dats le cas 1,274) 
(II, 5; 10) est trivial. La possibilité Aine double iefnwion 
grâce à (II, 5; 9) et (II, 5; 11), montre que, si 2¢6(E), le 
produit du cas 3 coincide avec celui du cas 1. 

Pour démontrer (II, 5; 12), on doit démontrer 


(II, 5;13) (89) +, T = (Ga)o-,T = a9 - 6T 
pour oe®. La première égalité est évidente, car elle résulte 


de ce que, pour tout e cE’, on a (a, e’ ) (Bo) = (3 ¢ a, €! > )e. 

Pour voir la deuxiéme, nous remarquons qu aie exprime sim- 

plement la sornpatibilite du produit scalaire du § 4 avec les 

applications linéaires continues de 4 et À (formules (II, 4; 12). 
La formule de dérivation du produit revient a 


>00 m_ 0a ip AA 
II . 4 => —— 0 —— 5; 
(II, 5; 14) bre thang ya 


pour 9€9. Mais la formule (II, 4; 12) montre que 


(1.553. AB) oof narra Bee erie aka hs 


ce qui, en faisant le produit scalaire avec toute’ e E’ yest la for- 
mule habituelle de dérivation du produit, pour (a, &) Q. 

La propriété des supports résulte de la proposition 20 c, 
et de la proposition 24. Les propriétés de continuité résultent 
des propositions 12 et 14. 

Quant aux cas où a et T sont des fonctions, comme il s’agit 
d’une propriété locale, on peut se borner aux cas 1, 2, 3, 
avec a et T à supports compacts. 
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| rs d’ RS ‘ 

I suffit alors d'appliquer la proposition 21, ou 21 bis ou ter, 
et on voit que, pour o e ®, dans les conditions indiquées dans 
l'énoncé : 


(IL, 5; 16) 


Ra 
Ce 


A a bats + D La = ne 
ce qui donne bien (aT) = a(£) So T(z) e L'(E @) F), 0 étant 
l’une des lettres ©, ©, r. 


CoroLLAIRE 2 (relation entre produit scalaire et produit multi- 
plicatif). — Dans les conditions de la proposition 31, suppo- 
sons que &, soit contenu dans Ÿ avec une topologie plus fine 
que la topologie induite. Alors, si à e M(E) c K(E), Te #!(F; 8,), 
on peut dune part définir (aT), d'après la proposition 32, 
d'autre part définir aT d’après la proposition 10. Alors (aT), 
est sommable (aT), « DL(E 8, F)), et on a 


(II, 5; 17) aT = fat) 


Tl suffit d’appliquer la proposition 32 et (II, 5; 9) avec 
p—1eR,ef. Le fait que McK (et M(E) c K(E)) résulte de ce que 
1 est multiplicateur de M dans K; le fait que (aT), e Di, (ES, F) 
résulte de ce que # ce (%,)i = Di,, avec une topologie plus fine 
que la topologie induite. 

Dans la pratique, on aura souvent M—X%. On aura 
parfois { = %,, mais alors il n’est pas bornologique; on devra 
donc supposer T G-bornée, et la multiplication de WM X @, 
dans À hypocontinue par rapport aux parties compactes ; 
on aura seulement (II, 5; 17) où + est remplacé par © (voir 
proposition 32). Remarquons que de toute façon, dans le cas 
4 = B,, le sous-espace # de $ est un espace de Fréchet, 
donc bornologique. On peut donc affirmer, d’après la proposi- 
tion 31, que (aT), est dans (8°). (E 8, F) = (21). (E &.F) (done 
scalairement sommable), même si T est seulement §,-bornée. 
La formule (II, 5; 9) est alors seule ment valable pour 9 e 8’. 
En fait on sait qu’alors (aT), se prolonge par bitransposition 
en une application linéaire de @ dans (E 6, F)" (chapitre 1, 
page 128), donc le second membre de (II, 5; 9) a encore une 
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signification pour 9¢%; le premier a aussi directement une 
signification, puisqu'on a toujours ae IN(E), g¢%, donc 
ao e R(E), et Te #/(F; 6,). Mais rien ne dit que les deux 
membres soient égaux. La proposition 31 montre seulement 
que leurs images dans E ®gF coincident, si T est G-bornée. 
Le corollaire 1 nous suggère d’adopter toujours la notation 
> > >> Aes am . 
a(%) ®, T(@) pour (aT), même si « et T ne sont pas des fonctions; 
alors il devient légitime, dans les conditions du corollaire 2, 


> 


de noter Jaw (G(x) ®, T(x)) dx le produit scalaire oT: 
(the Sf 48) | 

(aT), =a(2)@,T(@), weM(E), Te#%(F; 6.) 

eu T= Rem) @,Te))de, pe(E) Te%(F; fe), 


la première formule étant une définition du symbole du 2° membre, 
dans les conditions générales de la proposition 32, et la 2° for- 
mule étant une propriété, valable dans les conditions du corollaire 2. 


Exempre 1. — Soit Se®,, une distribution semi-régulière 
en x, Te®,, une distribution intégralement semi-réguliére 
en y/('). Nous allons montrer qu’on peut définir un produit 
multiplicatif ST. 

On a Seë6, 8 9,; S définit donc sur X' une distribution 
$ e 8,(E), si E = 9); si B est un ouvert borné de Y” et si 
Es = ®% est l’espace des distributions sur B, la restriction S; 
de S à X' X B définit une distribution Sp € &,(Ep). D’autre 
part T est en particulier semi-réguliére en y; on a done 
Te), 86&,; elle définit sur X' une distribution T <9'(F), si 
F = &,; si B est un ouvert borné de Y” et si Fy = 6% est 
l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur B, la restriction 
Ts de T à X'XB définit une distribution Ty e D(F3). Mais on 
peut dire plus: dans tout ouvert borné A X B de X'x Y™, A 
ouvert borné de X!, Ts est distribution d’ordre fini en zx à 


valeurs dans 6»; donc i est localement bornée à valeurs 
dans Fy, (corollaire 1 de la proposition 23 du chapitre 1). 
Le corollaire 1 nous permet donc de définir un produit multipli- 


(*) Scuwarrz [7]. Voir en particulier le corollaire 4 page 116 et la remarque 
page 115. 


bac. 
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. + = La . . . . 
catif (S.T x) ¢ D(En ©» Fy). Mais, si 0,3 désigne le produit 
multiplicatif de D; X & 8 dans Ds, il est hypocontinu par 
rapport aux parties bornées, donc il se prolonge en une appli- 


cation linéaire continue 0 de E,@gF, dans Es; alors 
(1, ® 0) (ST) est un élément de ®/(%;), qui n’est autre que 
(ST lon Si B,¢B,, la compatibilité du produit multiplicatif 
avec les applications linéaires continues de E, F, montre que 
(S:,Ts,)g est l’image de (ST 5,)s par En, Ge Fr, — En, 8, Fr, 
et alors EST be est lui-même l’image de (Sata par 

8, > D». Alors finalement l’ensemble cohérent des (SiTa)o, 
définit un élément de ®:(®,), c’est-à-dire une distribution 
de D, C’est cette distribution que nous noterons ST et 
que nous appellerons produit multiplicatif de S et T. 

Ce produit est le seul qui coincide avec le produit usuel pour 
Se&,@9), Te Di @6,, et qui soit séparément continu en T 
(lorsqu’on munit l’espace des distributions intégralement semi- 
régulières en y de la topologie induite par 9,®6,) pour S 
fixée dans 6, ® 9}, et séparément continu en S pour T fixée 
quelconque (propositions 15, et 32 corollaire 1). ST coincide 
avec le produit usuel si S ou T est dans &,,,. Supposons par 
exemple Se&,,. Soient S, (resp. T,) des distributions de 
D, ®D, qui convergent vers S (resp. T) dans &,,, (resp. D, @ &,). 
Alors $, T; est trivialement le produit usuel (formule (II, 5; 10)]. 
Par passage à la limite S, T est encore le produit usuel et 
de même ST. Même démonstration si c’est T qui est dans 6,,. 
De même, si xe &,,, le produit usuel «(ST) coincide avec les 
produits (2S) T, S (aT), calculés d’après la méthode indiquée 
ici; on le voit par passage à la limite S,;>5, compte tenu de 
ce que c’est vrai si S;<6&, y- | 

Nous avons appelé (6,8 ®,h l’espace des distributions 
intégralement semi-régulières en y. Si T est dans cet espace 
et en outre à support compact, elle appartient au dual (6, ® ar 
de 8,@®/; on peut alors définir un produit scalaire S.T, 
pour Se6,@%,; montrons que S.T n'est autre que Te ST, 
ST étant le produit défini ici, qui est dans ce cas à support 
compact. C’est en effet vrai si Se D,., (ST étant alors le pro- 
duit usuel, et la dualité entre l’espace normal 6, & D, et son 
dual devant induire sur 9,,, la dualité entre Dey ete D TER 
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Mais comme 5.T et [ ST sont continus en S pour T fixée, 
ils coincident toujours. On voit donc qu’on aurait pu définir 
directement le produit multiplicatif ST en posant, par définition, 
ST.¢ =S.T¢, pour ge ®.., (ceci définit trivialement ST comme 
forme linéaire sur ®, ,, il suffit alors de montrer sa continuité. 
Or si ¢ converge vers 0 dans un Dx, K compact de X° X Y", 
et siæe®,., est égal à 1 sur un voisinage du support de K, 
S.To — S.aTo — So.aT; mais Sy converge vers 0 dans 
6, 8 D, et «T est dans le dual de cet espace, d’où le résultat). 


A 


ExemPze 2. — Sections-distributions d’un espace fibré à 
fibre vectorielle topologique. 

Soit X une variété indéfiniment différentiable de dimension 
: n(dénombrable à l'infini). Soit F un espace vectoriel topologique 
localement convexe (séparé quasi-complet comme toujours). 

On suppose donnés un espace topologique G, une applica- 
tion continue p (appelée projection) de G sur X, et un atlas, 
c’est-à-dire une famille de « cartes » (9,),ex, homéomorphismes 

—1 


de produits O, X F (O0, ouvert de X) sur p(O,), ayant les 
propriétés suivantes : 
19 Les O,, ke K, forment un recouvrement de X; 


20 ox ar, f) < p( {æ}), pour x e O,, f e F;ilen résulte que, pour x 


> . 
fixé dans O,, f — 9,2, f) est un homéomorphisme qu’on notera 
4 


(x) de F sur pl {xæ}). Aussi p( {x}) sera-t-il noté F, et 
appelé fibre au-dessus de x; 
3 SijeK,keK, et si O; , = O;n O, n’est pas vide, on posera 


—1 

Oj, e(Z) = p;(t)px(x), pour ze O,,; alors a; ,(x) est un homéo- 
morphisme de F sur F; nous supposerons que «;,(x) est 
un automorphisme de l’espace vectoriel topologique F, 
a, k(x) EF; F), et que la fonction aj at z— oa; ,(x), est 
indéfiniment différentiable de O,, dans £,(F; F) (d’après ce 
que nous avons vu page 99, il suffit, pour que cette propriété 
soit vérifiée, qu’elle soit indéfiniment différentiable à valeurs 
dans £,(F; F)). 

Dans ces conditions, on peut mettre canoniquement sur 
chaque fibre F,, æe X, une structure d’espace vectoriel topo- 
logique localement convexe, en transportant la structure de F 
par l’un quelconque des ,(x) tels que xe O,. Tous ces espaces 


eater to 
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vectoriels topologiques sont isomorphes a F (non canonique- 
ment). L’ensemble de ces données contitue ce qu’on appellera 
un espace fibré G indéfiniment différentiable à fibre vectorielle 
topologique, de base X, de fibre-type F (’). 


. > . L == 
Une section f de G est une application z— f(x) e p(fæi) 
de X dans G. On voit aisément qu’on peut définir la notion 
de section m fois continuement différentiable m>0 fini ou 


infini : c’est une section telle que, quel que soit ke K, la fonc- 


tion fx : x pi(x) (f(x)) soit une fonction m fois continuement 
différentiable sur O, à valeurs dans F. Soit Î une section telle 
que, pour un ke K particulier, la fonction fi appartienne a 
8™(F) sur O,; alors, pour tout je K, la fonction fi appartient 
a 6"(F) sur O;,, car on a 


(II, 5; 49) f(a) = a, x(x) (Fi(æ)), 


> > à 

et on suppose, sur O,,, f,e8"(F) et a. 89(4(F; Fy): 
de plus, si on prend une carte locale d’un voisinage de x dans 
O,,, sur un ouvert de R", on aura, pour tout indice de dériva- 
tion p, |p|<m, 


(IL, 5; 20) D°f,(x) = 3 (Da, de) DP*Fule) ()- 


1) On peut naturellement ajouter un axiome exprimant que l’atlas considéré 
est saturé ou maximal; nous n’en aurons pas besoin ici. 

(2) Voir page 60 l’étude des espaces &"(E) et 69 (E). Le 

(3) Soient E, F, des espaces localement convexes, 4, f, des fonctions continues 
sur la droite R, à valeurs dans E, F, respactivement. Si § est une application bilinéaire 
de E x F dans G, hypocontinue par rapport aux parties compactes de F (ou de E), 
la fonction zx o(a(2), fiz) est continue. En effet 0 est continue sur le produit de E 
par toute partie compacte de F (Boursaxi [2]. chapitre 111, § 4, n° 2, proposition 4) ; 


> . . 
or, si x parcourt un compact de R, f(x) reste dans un compact de F. Si maintenant 


a et Î sont dérivables, la fonction est dérivable et on a la régle de dérivation du 
produit : te it = oa 
o(Z(a), Fe)" = (Ste), Fla)) + 0(a(a), Fe). 
En effet 


a(Zte + à), Île + h)) — (aix), fla) 


ay a(e +h), fx + h) la) TE ose ate, je) 


h 


Le > 
Dans le premier terme, seat at () tend vers f(x), pour h > 0, en restant 
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em 


On appellera &/x(G) l’espace vectoriel des sections m fois conti- 
nuement différentiables. On sera tenté de le topologiser de la 


façon suivante. On dira que f e 6(G) converge vers 0 si, pour 
tout ke K, fr converge vers 0) duds &m(F) sur O,. Mais, si nous 
ne faisons aucune hypothèse supplémentaire sur I’ espace fibré, 


cette notion est sans intérêt, et il pourra arriver que fi converge 


> " 

vers 0 dans &"(F) sur O,, sans que f; converge vers 0 dans &"(F) 
sur O,,. Si en effet nous regardons la formule (II, 5; 20), 
nous voyons que D’-1f,(x) convergera vers 0 uniformément 
sur tout compact M de l’ouvert de R" défini par la carte locale 
considérée, mais il n’y a aucune raison de supposer que 
U D‘a, (x) soit une partie équicontinue de {(F; F), de sorte 
a2 GK 

qu’il n’y a aucune raison pour que Drf (x a) converge vers 0 


uniformément pour æe M, donc pour que fi converge vers 0 
dans &6"(F) sur Oj» 

Nous ferons donc désormais l’hypothèse supplémentaire 
suivante, analogue à (0) page 100: 

(D) Quels que soient 7, ke K, quelle que soit la carte locale 
d’un ouvert de O;, sur un ouvert de R", quel que soit le compact 
M de cette carte, quel que soit l’indice de dérivation q, l’ensemble 


U Dia; (x) est une partie équicontinue de {(F; F). 
zEM 


Cette hypothèse entraîne que yk soit dans &(4,(F; F)) et 
non seulement &,(£,(F; F)) sur O,,. Alors la difficulté précé- 
dente ne se produira pas, et nous pourrons donner à &” x (G) 
la topologie précédente. C’est un espace D tan on? convexe 
séparé quasi-complet (parce que &8"(F) = &"e F lui-même est 
séparé quasi-complet; chapitre 1, Sree 3). 

Si M est un compact de X, Di(G) sera le sous-espace de 
&(G) formé des sections à support dans M; on le munira de 


dans un compact de F, a(t + h) tend vers a(x) ; donc le premier membre tend vers 
a(a(a), f' F(a), en vertu de la continuité de 0 sur le produit de E par un compact de F. 
Le deuxiéme terme tend vers a(a’ a’ (x), jie) pour h — 0, en vertu de la continuité 
séparée de 0. 
Ce que nous venons de dire s'étend aisément aux fonctions définies sur R* 
et aux dérivées d'ordre quelconque. Ici E = %(F; F), et 0 est l'application 


Here de £)(F; F) x F dans F, hypocontinue par rapport aux parties bornées 
e F. 


THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 143 


la topologie induite. Alors Dik (G) sera la réunion des D%i(G), 
muni de la topologie limite inductive (‘). 

Essayons maintenant de définir une section-distribution T 
de G. Si G est trivial, c’est-à-dire si c’est le produit X X F 
(alors réduit à une seule carte), une telle distribution est sim- 

117 : 9 a hal x 9 
plement un élément de ®'(F) =’ & F, ot ®’ est l’espace 
n 
des courants de degré 0 sur X(*). Si D est l’espace des formes 
différentielles de degré n et d’espèce impaire sur X, à support 
. . . . . x . 
compact, avec la topologie limite inductive usuelle, T est aussi 
n 
un élément de a( O°; F). Une section continue est alors une sec- 
. . . . . CE > 5 4 Cl = 
tion distribution particulière, car & X(X X F)=6,; 8 Fc2&.F. 
Il existe un théorème de «recollement des morceaux », qui 
permet de définir une distribution par des données locales 
cohérentes: si (O,),ex est un recouvrement de X par des 
. pa . . L © . ay 
ouverts, si T, est une distribution de D'(F) sur O,, et si T, 
. . . . L . os 
et T, coincident sur O,,, il existe une distribution T et une 
. ba + 
seule sur X qui, sur chaque O,, coincide avec T,. 

Nous sommes donc amenés à définir une section-distribution 
a . . . 

T d’un espace fibré général G comme une famille de distribu- 
—> . ® r 2 

tions one K étant l’ensemble d’indices définissant les cartes 
=o Epes Sak : 8 CA D & 

de G, T, étant une distribution de ŸD'(F) sur O,, T, € Do, @ F, 

vérifiant la régle de cohérence: 


(II, 5; 24) Ta T, sur O,,. 
Cette égalité demande a étre interprétée. Elle doit généraliser 
(II, 5; 19). Sur Oj, %.<¢6(4,(F; F)), T,¢9/(F), et le second 


membre devra être compris comme le produit multiplicatif 
de ces deux distributions, associé au produit multiplicatif de 


° © ° . °° PT . r , 
8x ®' dans 9’, et à l’application bilinéaire canonique separe- 


(:) Nous notons 9” et non D”, parce que, si G = X X F, on trouve Dr(F). 

(2) Comme on est sur une variété X, il faut distinguer entre courants de degré 0 
et de degré n. Pour que les sections-distributions généralisent les sections usuelles, 
il faut prendre les courants de degré 0. Nous noterons le degré des formes ou courants 
par un nombre placé au-dessus de la lettre indiquant l’espace des formes ou courants 
considérés; nous mettrons un point pour les formes ou courants d'espèce impaire. 


Lis 
Ainsi gym est l’espace des courants de degré r, d'ordre < m; D'e" est l’espace des 
courants d'espèce impaire, de degré r, d'ordre < m. { 
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ment continue (u, f) ue Î de 4(F; F) x F dans F. Malheu- 
reusement ce produit multiplicatif du second membre n’a aucun 
sens, aucun des théorèmes démontrés dans ce paragraphe 
ne permet de lui en donner un; et le premier contre-exemple 
du § 8 montrera que cette difficulté est inévitable. On ne 
peut donc pas définir une section-distribution quelconque d’un 
espace fibré non trivial à fibre vectorielle topologique de dimension 
infinie. 

Mais supposons T, localement bornée; alors (II, 5; 21) a 
un sens d’après le sékoNe 1 de la proposition 32, cas 1. 
On peut donc définir une section-distribution localement bornée 


de G. Par ailleurs, si LT est d’ordre < m dans O,, Ti e dm (B), 


le même corollaire, cas 3, montre que Ty est d’ordre < m sur 


O;,. On pourra définir une section- distribution d’ordre <m 


. . L = 
comme un système cohérent de distribution T, d’ordre < m; 
sur l’espace des sections distributions localement bornées, 
il n’y a pas de topologie naturelle bien intéressante. Mais 


sur l’espace (2"):x(G) des sections-distributions d’ordre < m, 
“SS 


nous mettrons la topologie suivante: T converge vers 0 dans 
(D)x(G) si, pour tout k, T, converge vers 0 dans Dm(F) 


sur O,. Comme a est du type © dans &(4,(F; F)) sur O,;, 
où © est l’ensemble des parties équicontinues de 4(F; F) 
(page 100), et que l'application canonique de 2£,(F; F) x F 
dans F est ©-hypocontinue, alors le corollaire 1 (cas 3) de la 
proposition 32 montre que à converge vers 0 dans D"(F) 
sur O,,,, ce qui donne son intérêt à la topologie précédente. 

Dans le cas particulier où F est du type (DF), nous avons 
vu que toute distribution à valeurs dans F est localement 
bornée (chapitre 1, corollaire 2 de la proposition 23). Dans 
ce cas il n’y a donc aucune restriction à faire sur les T,. Suppo- 
sons même que F soit un espace de Banach; alors %,(F; F) 
est aussi un espace de Banach et l’application bilinéaire cano- 
nique de 4,(F; F) xX F dans F est continue. On peut alors, 
pour donner un sens a (II, 5; 321), utiliser simplement la propo- 
sition 25; et alors, pour a x fixé danse > EL (F F) sur O,,, 
si T, converge vers 0 dans Ÿ'(F) sur O,, T, convergera vers 0 
dans Ÿ (F) sur O,,, de sorte qu’on pourra topologiser l’espace 
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Q 

Dx(G) des sections distributions de G en disant que T converge 
vers 0 dans D'x\(G) si, pour tout ke K, T, converge vers 0 
dans 9'(F) sur O,. 

Naturellement on pourra étendre tous les résultats précé- 
dents et définir les sections-courants de degré r localement 
bornées de G; une telle section est un système Es où T, 
est un courant localement borné de degré r à valeurs dans F 
sur O, (un courant de degré r à valeurs dans F est un élément 

r r r 
de D'(F)—®&6F, où 2 est l’espace des courants de degré r), 
avec la relation (II, 5; 21) (relative à la multiplication de 
& X D’, dans 9’, et à l’application bilinéaire canonique de 
4(F;F) x F dans F). On peut procéder de même pour les 
courants d’espèce impaire. Nous laissons au lecteur le soin 
de développer les relations remarquables qui existent entre 
les espaces de courants, quand on fait varier r, qu’on remplace 


F par F’, etc... 


§ 6. — Produit tensoriel. 


Proposition 33. — Soient X!, Y", des espaces euclidiens, 

E, F, des espaces localement convexes séparés, non nécessaire- 
. . a > . 

ment quasi-complets. Soient S;e D,(E), T,eD(F). Il existe 

une distribution et une seule à valeurs dans E &,F, notée 


$, @®, te (‘), et appelée produit tensoriel de $, et de ‘ips vérifiant 
(II, 6; 1) §, 9, T,-u(xh(y) =(S-u) 8 (Tv), 


pour ue®,, ved. 
On a en outre: 


(II, 6; 1 bis) SeoeTf—(S8T,ke/, 
pour S,¢ 9, T,e®, eck, fer. 


> 


L'application bilinéaire (S., T,) —>5, ® @, Ty, est compatible 
avec les applications linéaires continues de E et F, Si l’on appelle 


() Il aurait été plus conforme à nos conventions générales d'employer simplement 
> >: | 
la notation $, @.T, avec un seul symbole @. Nous nous en sommes SRG trop 


tard! 
10 
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§,@@,T, l'image de §,@@,T, dans ®,,,(E 8@,F), Vappli- 
cation bilinéaire (S., T,) PS! ® @,T, est p-continue, pour 
u—6,7,e, et aussi pour p= y si E et F sont quasi-complets. St 
#, et K, sont des espaces de distributions quasi-complets sur X° 
eee Met. st 5 e &,(E), ity eKt,(F), 5,88, T, est dans 
(%,¢K,)e(E 8, F), pour u<y, et aussi pour pt si H, et 
Ki sont tonnelés; l’application bilinéaire (S., T,) ~S, ® ®, T, 
est u-continue de 4,(E) X K,(F) dans (4, ¢K,)e (Kh &, F), 
pour v.= 6, 7, €, et aussi pour u = y si E et F sont quasi-complets. 

Le support de $, ® @, T, est le produit des supports de $, 
el Te a et 

On peut calculer $, ® @,T, par la règle de Fubini: 

(II, 6; 2) 

§,2 ®,T,-¢(2, y) =S,+(T,-9(2, y)) =(S.- o(2, y))«T,, 
pour 9€9, ,, les deux derniers membres ayant un sens en vertu 
de la proposition 10 (avec $, e DE), et la fonction oT, -o(x, y) 
étant dans D,(F; B,) —(D(F; 6); ou it e D(F) et la fonction 
y—5,-9(a, y) étant dans 9,(E; 8,)). 

Lz est une application linéaire continue de 9, dans E, 
Iz une application linéaire continue de 9, dans F, done Le ® Le 
est une application linéaire continue de 9, 8,9,=9,, 
proposition 1 bis) dans E 8, F, donc définit une distribution de 
®, (LE 8,F), qui est précisément celle que nous appelons SR @T,; 
on a donc, par définition, 5, ® @,T,.u(x)v{(y) = (S.u)e(T.e), 
donc a trivialement (II, 6; 1). La compatibilité avec les appli- 
cations linéaires continues de E et F est aussi triviale. 

Si S(resp. T) a pour support A (resp. B), S.. ee, T, est 
nulle sur Dp, ® Dyn, donc sur Dpaxsm donc S. ® ®, T, a son 


support dans A X Ÿ”; mais il a aussi son support dans 
X' x B, donc dans A X B. Mais ce support est exactement 
A X B; car siae À, beB, pour tout voisinage A, de a on peut 


trouver ue%,, telle que S.u-£0, et pour tout voisi- 
nage B, de b on peut trouver yes, telle que T.9 200 alors 
= 


8, ® @, T,-u(x)r(y) 0, donc $, ® @,T, n’est pas nulle dans 
Pouvert À, X B,, donc (a, b) appartient à son support. 


/ 


RE l'E 
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La définition de S$, ® @, T, montre qu'il n’est autre que 
AE ($,, T,) [à la page 23, nous avons défini [* application, 
bilinéaire de (Le U) X (Me V) dans (L&,M)<(Ue V), définie 
si U, et V, sont tonnelés; en échangeant les rôles de L et U, 
ainsi que de M et V, on peut, comme nous l’avons fait page 31, 
définir Az... application bilinéaire de (Le U) X (MeV) dans 
(LeM)e(U&, V), pourvu que Li et M! soient tonnelés. Ici 
nous prendrons’ L = 940M='o)) UE “Vi = Frvalors 
LeM = 9,29, = 92,; 9, et 9, sont bien tonnelés (‘)]. 
D’après la définition, Ae ($., hi) définit l’application de 
D, x9, dans E &, F: (u(2), v(ÿ)) LE (S.u) @ (Fe), c’est donc 
bien 5, ® @, T, défini plus haut). Alors, pour u < y, $, ® Bu Ts 
n’est autre que A?,,; mais comme L—% a la propriété 
d’approximation stricte, D, & EsTDeE, et A, est la 
restriction de A. ,, et lui est identique si E est quasi-complet 
(voir page 24). La proposition 2 montre alors que A, est 
u-continue, pour u =, (2, III et IV), que A? 8 est 6-continue 
(2, V, cela suppose E et F quasi-complets, mais la remarque 
de la page 27 indique que, s’il n’est pas certain que ['.8 soit 
8-continue lorsque E et F ne sont pas quasi-complets, il est 
certain que lg l’est), et que A, est y-continue si E et F 
sont quasi-complets (2, V); A, n’est même pas séparément 
continue. 

On peut naturellement remplacer D, et D, par des espaces 
de distributions quasi-complets 96,, R,. Si 46, et K, sont tonnelés, 
on peut définir A? ,, application bilinéaire de #,(E) X %,(F) 
dans (%,:%,)e(E &, F); d’après la compatibilité de A avec 
les applications linéaires continues (proposition 2) de Let M, 
cette application est la restriction à #,(E) X K,(F) de l’appli- 
cation correspondante définie sur ®(E) X 9,(F). On peut 
en dire autant de A?,, pour u < y, mais alors il n’est plus 
nécessaire de supposer 46, et À; tonnelés; A4, n’est plus néces- 
sairement une restriction de A.,, car #4, et À, n'ont pas 
nécessairement la propriété d’approximation stricte; comme 


(!) D est tonnelé comme limite inductive d'espaces (de Fréchet) tonnelés (BoursAK1 
[2], chapitre 111, § 1, n° 1, corollaire de la proposition 1, et n° 2, corollaire 2 de la 
proposition 2). Le théorème des noyaux intervient inévitablement dans la démons- 
tration; soit pour prouver (page 17) que 9. @.D, = Dz, y, soit pour prouver ici que 


DD, = DR. 
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nous l’avons vu aux pages 27, 28, 28, 25, A? est p-continue 
pour um = 6, r, ¢, et aussi pour u =y si E et F sont quasi- 
complets. | 

Montrons enfin que $, ® @, T -o(x, y) peut se calculer 
d’après la méthode de Fubini, pour 9¢9%,,. Pour tout 


xe X', o(x, ÿ) = 9(2) est dans 9,, donc T, + 0(2, y) 
est un élément de F; alors æ—T;,-o(x, y) est une 


fonction Ÿ sur X! à valeurs dans F. Mais 9 est une 


fonction appartenant à 9, (D,) donc Ÿ appartient à D, 2(F). Mais 
cela n’est pas suffisant pour pouvoir continuer : avec Se 9! 7(E), 

e 9,(F), on ne peut pas définir un produit scalaire, les condi- 
tions de la proposition 10 ou 20 bis ne sont pas satisfaites; 
S étant quelconque n’est pas localement bornée. Mais nous 
allons voir que ® est $, bornée: $e? CES Be (Ds BA: 
On pourra alors appliquer la proposition 10 à S et Ÿ avec 
k= % — D, A = identité, et définir $,:0(z)eE 8, F. 
Comme Ÿ est l’image par Lz de ®, il suffit de montrer que cette 
fonction appartient a D,(9,; 8.) =®,(9,; 6). Soient alors H 
et K des compacts de X', Y”, tels que H X K contienne le 
support de 9. D’autre part, soit M,, le maximum du module de 
D'D;o(x, y). D’après un théorème de Dubois-Reymond, a existe 
deux suites de constantes >0, P,, Q,, telles que M,,< P,Q,. 
Soit alors B, (resp. B,) l’ensemble borné de 9, phy D.) 
formé des fonctions de Eup or dans H (resp. K), vérifiant la 
suite d’inégalités |D?u|< P, (resp. [D#|< Q,). Montrons que Le 
applique le polaire B; de B, “dans B,, ce qui prouvera bien qu elle 
est bornée. Mais si S, ¢ Bo, Lg(S) est la fonction y—S,- (a, y); 
alors la dérivée D de cette fonction n’est autre que 
y S,+Dyo(a, y); comme |D2Dio(a, y Nue Dio(#, y) appar- 
tient à Q,B, pour tout y, done|S, - D'o(x,y)|< Q,, donc L3(S) e B,, 
alors L¢(Bz) ¢ B,, et nous avons Bian la possibilité de définir 
S, … D(x) eE&,F en application de la proposition 10. Il nous 


faut montrer maintenant que Sp (x) =(S, @® Li mu -o(@, y). 
C’est évident si e D, 6 D,, en vertu de Ki 4; 1) et de (II, 6; 1); 
ce sera donc toujours vrai si les deux mbiabhes dépendent 
continuement de 9 e D, ,. Orilenest ainsi du deuxième. Montrons — 
donc qu'il en est de même du premier. Comme 9), , est borno- 
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logique (‘), il suffit de montrer que, si o parcourt une partie 
bornée, le premier membre reste borné dans E &,F. Or si o 
reste bornée, on peut choisir fixes les compacts H et K, et la 
suite M,., one les suites P, et Q, et les ensembles He 


B, et B,; alors ® reste aay une partie (§,-équibornée de 
DF). Comme § est fixe, la fin de la proposition 10 montre 
bien que ss D(z) reste bornée dans E 8, F, c.q.f.d. 


Remarque. — Le fait que (2) e9.(F; 6,) peut être précisé. 
> 

Soit © un ensemble de parties bornées de F, et supposons que T 
soit dans 9’(F;); alors (2) est dans ®,(F; 6). En effet, 
en reprenant les notations de la démonstration précédente, 
= applique Bo dans B,, et comme Lz applique B, dans 
une partie de F appartenant a ©, Lj = Lzo Lz applique 
Pouvert B° dans une partie de F appartenant a ©. Si en outre 


= 


T, parcourt une partie du type © de )(F), &(%) parcourt 
une partie ©-équibornée de %,(F). 


Cas où S et T sont des fonctions. 

Proposition 33 bis. — Soit © un ensemble saturé de parties 
bornées de F. 

Soient $ e D! (E) et Te D)(F) des distributions définies par des 
fonctions localement  intégrables S(2), aT (ÿ). Alors S, ® ®, Le est 
la fonction S(2) x _T(g). Si, quel que soit le compact K de Y", 
ul existe une partie bornée disquée BeG telle que Te Li(F5), 
alors S, ® ST, est la fonction S(2) @g T(ÿ). 


Tout d’abord S$(2) ® @, T(g) est localement intégrable, donc 
définit une distribution. Cette distribution prend pour valeur, 
sur u(£)v(ÿ) e D, @ D, : 


[forex Sle) 8x Ty) ula) oy) de dy 
= fuSa) ula) de® fom Ty) oly) dy 
= (8. u) ® (T. y=, ® x Fu (x) o(y), 
et par suite cette distribution coincide avec $, ® ®, Ts, 


(‘) Car D est limite inductive d’espaces (de Fréchet) bornologiques Loupe [a], 
page 11). 
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Si maintenant, quel que soit le compact K de R’, il existe 
Be@ disquée telle que Te Li (Fx), alors S(2) ® T(ÿ) est dans 
{ix(E®, Fs), donc S(&) ®g T(ÿ) est dans Yurk(E@gF) (voir 
page 88), et par suite dans {‘(E@gF). Le raisonnement ci- 
dessus montre que la distribution définie par S$(2) @z T(ÿ) est 
8, © &T,. 


Produit tensoriel de plusieurs distributions. 

Soient R, e d/(E), $, e DF), T.e !(G), trois distributions 
vectorielles (E, F, G, non nécessairement quasi-complets) sur 
X!, Y™, Z", respectivement. 

On peut alors définir directement une distribution 
(R, ®& ® S, ® ® Ty e®, ,,((E ® F ® G)?)(*). Nous laissons 
au lecteur le soin de la définir (on utilisera le fait que 
(D,8%,@%,); =, ,,,) et d’en donner les propriétés principales, 
analogues à celles du produit tensoriel de deux distributions. 
Ce que nous voulons indiquer ici, c’est la propriété d’associati- 
vité. On peut former (R, @ @, S,) @ @,T, e Dy, ((E ©, F) 8, G). 
Mais il existe une application linéaire continue canonique de 
(E ® F ®G);? dans (E 8, F) 8,G (car application trilinéaire 
canonique de E X F x G dans (E 8, F) 8,G est séparément 
continue); nous allons montrer que l’image de (R,® @S,@ eT.), 

— 


dans 9, ,, ((E 8, F) 8, G) n'est autre que (R, ® ®,S,) ® @, ri 
Comme ce sont deux distributions, il suffit de montrer qu’elles 
coincident sur un sous-espace dense de 9, ,,.; or elles sont 
trivialement égales sur D,®9,@9., ce qui prouve notre 


assertion. 


$ 7. Convolution. 

Les méthodes que nous avons développées au $ 6 sont 
souvent valables si on remplace la multiplication par une appli- 
cation bilinéaire u de nature quelconque; il aurait été possible, 


() (E @ F @ G), est la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle 
l'application trilinéaire canonique E X F xX G>E@F © G soit séparément 
continue. 

Nous laissons au lecteur le soin de montrer que (Dz @ D SD = Dole 


che 
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et méme plus logique, de traiter d’abord le cas général avec u 
quelconque, puis d’appliquer les théorèmes sans nouvelle 
démonstration, aux cas particuliers de la multiplication et de 
la convolution; nous avons préféré, pour rester plus près du 
concret, traiter en détail la multiplication; pour la convolu- 
tion, nous renverrons done, sans nouvelle démonstration, aux 
propriétés correspondantes démontrées pour la multiplication. 


Convolution élémentaire. 


Proposition 34. — Soient 4, K, {, 3 espaces de distributions 
sur R", 4 et À normaux; E, F, 2 espaces localement convexes 
séparés, non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus 
que # est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu’il a la 
propriété d’approximation stricte. Soit (S, T)—Sx+T une 
convolution (‘) de # X KH dans 4, u-continue, u <y. On peut 
définir une convolution (S, Pet (et une seule si À 
a la propriété d approximation), application bilinéaire de 
#(E) x K(F) dans 4(E &,F), séparément continue, et vérifiant 


(II, 7; 4) Sex. Tf = (S«T)e @f, 


pour Sek, Te, eeE, feF. 

Cette convolution est en outre hypocontinue par rapport aux 
parties bornées de #(E) et aux u.-parties de K(F); elle est continue 
si <7. Cette application est compatible avec les applications 
linéaires continues de E, F, ou de 4, K, 4. 

Il suffit d’appliquer la proposition 3 a la convolution de 
# x À dans f. 


On peut naturellement faire la même remarque que pour la 
multiplication, page 122. 


Exemp.es. — On peut définir une convolution, hypocontinue 
par rapport aux parties bornées, de &'(E) x D'(F) dans 
D'(E 8, F), de D(E) x D'(F) dans &(E &, F), de Oc(E) x S'(F) 
dans ’(E 6, F), de S(E) x S'(F) dans Ou(E 8; F) (et même 


(1) Rappelons qu’on appelle convolution de #6 X À dans € une application 
bilinéaire séparément continue, coïncidant sur D x D avec la convolution usuelle. 
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dans O(E 8, F)), de Oc(E) X Drr(F) dans ®r(E 8, F), pour 
p =~ corete: (!). 

En appliquant les formules (II, 2; 8), on a des formules 
analogues a (II, 5; 2 et 2 bis). 


Associativité de la convolution. 

On peut donner une proposition identique à 25 bis, en 
remplagant partout la multiplication par la convolution. 

Contentons-nous de l’application suivante. 


Pour Ue&', Se6(E), Te 9'(F), ou pour Ue O%, $ e O(E), 
TeS(F), on a: 


(Il, 7; 2) U+(S«, T)=(U: 8) T = 84 (UT). 


, >> 
Les 3 membres sont en effet séparément continus en U, 5, T, 
et coincident sur 6’ x (8’ @ E) x (&' ® F) donc partout. 


Commutativité de la convolution. 

Lorsque les espaces 36 et À sont distincts, de même que E 
et F, il n’y a pas vraiment lieu de parler de commutativité. 
Soient, par exemple, Se J6(E), Te R(F). Alors ST et Te S, 
si l’on peut appliquer la proposition 34, se déduisent l’un de 
l’autre par la symétrie canonique E 8, F — F 8, E. 

Mais supposons que l’on ait E = F; alors la symétrique 
canonique de E 6, E est une opération interne, distincte de 


> 


l'identité, et il faudra donc soigneusement distinguer S x T 


et Tx,5, qui seront des éléments distincts de E 8, E, déduits 
Yun de l’autre par la symétrie canonique. Si en outre E a 
une structure d’algèbre, donc s’il existe une multiplication 0 
de Ex E dans E, que nous supposerons continue, alors 0 définit 


une application linéaire continue 0 de E&, E dans E, et on 


peut calculer SxT et TS qui sont des éléments de {{E); 
ces éléments seront en général distincts. C’est seulement si 


(‘) Voir note (1), page 130. 

Pour p= ©, Dix = ®' n'est pas normal, on ne peut donc pas dire qu'il existe 
une convolution de O/, x B' dans %'; toutefois il existe une convolution de Of X ¥’ 
dans 9’, et sa restriction à Of X BR’ est hypocontinue de Oj x B' dans KR’. On peut 
donc en fait utiliser même le cas p = 0. 
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la multiplication 0 est commutative, et que 9 est alors inva- 
riante par la symétrie canonique de E 8, E, que l’on aura 


S +9 T= TS. 
Mais il y a une autre difficulté. Ce que nous avons écrit T+5 


= A Fel . . s ae Gs 
ou T «.S aurait du, en toute correction s’écrire T*S ou T«S. 
Car il s’agit d’une opération de À X 46 dans { déduite par 
symétrie de la convolution de 46 X % dans 4, mais distincte 
de cette convolution en un certain sens : cette opération symé- 


trique (T, S)— T*S est elle aussi une convolution, car elle est 
séparément continue, et se réduit sur D X ® à la convolution 
usuelle, du fait que cette dernière est commutative, et c’est 
donc l’unique convolution possible de % X 36 dans {; mais 
cette convolution est peut-être distincte de la précédente sur 
(nH) x (Hn), car il n’est pas certain que, sur ce 
sous-espace, la convolution donnée soit commutative ("); d’où 


la nécessité de notations différentes, + et +. C’est pourquoi nous 
n’examinerons la commutativité que si #6 = K. Alors la convo- 
lution donnée de # X 46 dans ¥ est sûrement commutative, 
puisqu’elle s’obtient par passage a la limite a partir de la 


a : >.> 
convolution commutative sur ® X D. Alors TiS=T«S, et TS 


peut correctement s’écrire Ts: S, et se déduit de Saat par 
la symétrie E 8, F > F 6, E. 

Finalement supposons que % soit une algèbre de convolution, 
c’est-à-dire qu’il existe une convolution de 4 X 36 dans #4, 
et que le couple (4, 3) ait les propriétés énoncése à la proposi- 


tion 34. La convolution sur 4 est nécessairement associative 
et commutative, puisqu’elle l’est sur 9. Supposons d’autre 


(1) Soient SeHnK, TeHNHK. Pour définir S$ * T, en considérant done SEH, 
TeX, on pose S =limS;, T= lim Tx, S;je®, T;eD, les limites étant prises 
j k 


j ine 
respectivement dans 5 et dans À. Pour définir TS, en considérant donc Ted, 
Sek, on pose cette fois S = lim Sy, T =limT;, Se, Tje9, les limites étant 
k j 


prises dans et dans 4 respectivement. La convolution donnée sur 46 X À ne 
sera donc pas nécessairement commutative sur (#n%) x (HK), car il n’est 
pas sûr qu’un élément de x n X soit limite, à la fois pour les topologies de 46 et k, 
d'un même filtre de D; autrement dit #6N K, muni de la topologie borne supérieure 
des topologies induites par 4 et K, n’est pas nécessairement normal. Mais il le sera 
toujours, et alors il n’y aura aucune difficulté, si #6 et K ont la propriété d’approxi- 
mation par troncature et régularisation. 
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part qu’il existe sur E une structure d’algébre (associative) 


> => > ; q 
à multiplication 0 continue. Alors (5, T) + $%T définit sur 
#(E) une structure d’algébre (associative), à multiplication 
u-continue; si Ü est commutative, cette algèbre est commuta- 


tive. 

Dans ses travaux sur les équations aux dérivées partielles, 
Lrons, utilise le cas suivant (‘). 4 est l’espace 9, des distri- 
butions sur la droite R de la variable temps ¢, à support limité 
à gauche. C’est une algèbre de convolution, à convolution 
hypocontinue par rapport aux parties bornées. Soient L, M, N, 
3 espaces de Banach, et soit 0 l’application bilinéaire continue 
de £(L; M) x 4(M;N) dans {(L; N) définie par la composi- 
tion des opérateurs. Le couple (#4, 46) a bien les propriétés 
énoncées dans la proposition 34 (°). 

> => 


On peut donc définir une application bilinéaire (S, T)—$ +g T 


(1) Voir, par exemple, Lions [1], chapitre 11, § 1. 

(2) D1 est le dual de D_ (Scuwarrz [5], page 28). D_ est muni de la topologie 
limite inductive des &_«,a, (ce dernier est le sous-espace de & formé des fonctions à 
support contenu dans la demi-droite (— +, c); il est muni de la topologie induite 
par 6); D! de la topologie forte de dual de D_. 

Une partie bornée de D_ est dans un 64, (BourBaxi [2], chapitre 111, § 2, 
n° 4, proposition 6). On en déduit que ces parties bornées sont relativement compactes, 
puisqu'il en est ainsi dans &, donc que D_ est semi-réflexif (BourBaxt [2], chapitre rv, 
$ 3, n° 3, théorème 1), et comme il est limite inductive d’espaces (de Fréchet) tonnelés, 
il est tonnelé (BourBaxt [2], chapitre 111, $ 1, n° 1, corollaire 2 de la proposition 2), 
donc il est réflexif (BourBaxi [2], chapitre 1v, $ 3, n° 3, théorème 2), et c’est un espace 
de Montel. Donc 9_ est le dual fort de D4. D_ est normal et a la propriété d’approxi- 
mation par troncature et régularisation (parce que ses parties compactes sont 
dans des 8(—+ , + et que ces espaces, comme 8, ont cette propriété), et il a la propriété 
d’approximation stricte (préliminaires, proposition 3) donc aussi son dual (®_)/ (préli- 
minaires, proprosition 4, applicable parce que D_, tonnelé, à la topologie y), qui n’est 
autre que 9/. La convolution de D4 x D} dans Dia été étudiée dans Scuwarrz [5] 
chapitre v1, $ 5. Comme Ÿ_est tonnelé, toute partie bornée de ®4 est équicontinue, 
d’où on déduit aisément qu’elle est contenue dans un ®D+,,+%); alors, si S reste bornée 
dans 9! et que T converge vers 0, on voit aisément que SxT converge vers 0 (car, si 9 


reste bornée dans 9_, So reste bornée dans 9_, donc S#T+p=T+Sxo converge 
vers 0), la convolution est hypocontinue par rapport aux parties bornées. 

& est nucléaire, donc aussi 8,9 (GRoTHENDIEcK [5], § 2, n° 2, théorème 9,1, 
donc aussi D_ (ibidem, corollaire 1); comme les parties bornées de ® sont dans 
des 6—,¢, D, est limite projective des (8,0); 8—%,e) étant un espace de 
Fréchet nucléaire, son dual est nucléaire (ibidem, n° 1, théorème 7), , donc aussi 
la limite projective D4. (ibidem, n° 2 corollaire 2 du théorème 9)., Ainsi on a toutes 
les conditions voulues pour appliquer la proposition 34 à H= À = £ = P4. Soit 
Dio, + >) le sous-espace de 4 formé des distributions à support dans (0, + 0); 
la restriction de la convolution de 94(E) x D4(F) dans 94(E @.F) donne une 
convolution de Dio, 4.00) (E) < Dio, +00)F dans Dio, +.00)(E @x F). 
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de DAL; M)) x DL(4(M; N)) dans Di (4(L; N)), hypo- 
continue par rapport aux parties bornées. Il n’est pas question 
ici de commutativité. Mais, si L=M=N, on voit que 
®',(4(L; L)) est, pour la convolution des distributions et la 
composition des opérateurs, une algébre, mais cette algébre 
n’est pas commutative puisque la composition des opérateurs 
de {(L; L) n’est pas commutative. 

Ce que nous venons de voir sur R" peut s’étendre a la convo- 
lution des distributions à valeurs vectorielles sur un groupe 
de Lie G; mais alors il n’est pas question de commutativité, 
puisque la convolution des distributions scalaires n’est déja 
pas commutative 


Indépendance de ST par rapport à % et HK. 


Proposition 35. — Le produit de convolution S*,T e D' (ES, F) 
ne dépend que de S et T et non de # et K, si l’un des deux 
espaces &, À, à la propriété d’approximation par troncature 
et régularisation. 

Démonstration analogue à celle de la page 43, la convolution 
remplaçant le produit scalaire. Si 36 a la propriété d’approxi- 
mation par troncature et régularisation, on démontre d’abord 
que, Si Se D(E), 8 +. T est le même, que l’on considère S comme 
élément de 46(E) et T comme élément de K(F), ou $ comme 
élément de D(E) et T comme élément de 9’(F) (compatibilité 
de la convolution avec les applications linéaires continues 
de #, K, {, relativement au diagramme 


DKK oe 
BXE SIP). 
Ensuite on utilise un passage à la limite, comme dans 
(II; 3, 3). shee 
Si c’est À qui a la propriété d’approximation par troncature 
et régularisation, on prend d’abord T e 9(F) puis T quelconque. 


Problèmes de supports. 


Proposition 36. — Si, dans les conditions de la proposition 
32, % ou À a la propriété d'approximation par troncature et 
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régularisation, et si A (resp. B) est le support de Se d6(E) (resp. 
Te R(F)), le support de Sx,T est contenu dans À + B. Pour 


connaître S«,T dans un ouvert Q de R®, il suffit de connaître T 
dans Q— A. 

Supposons d’abord H=9, K= 9’, £=9". Alors la convolution 
induit une application pilmeaike séparément continue de 
,(E) X PAF) dans D'(E&,F), qui applique le produit de sous- 
espaces denses (9,®E) x (2:@ F) dans le sous-espace fermé 
9.(E 8, F), K=A-+B=A-+B (voir raisonnement analogue a 
la proposition 27), donc aussi D,(E) X D;(F) dans M(E 8, F), 
ce qui démontre dans ce cas notre affirmation. Si maintenant 4 
et À sont quelconques, mais que #& ait la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation, on écrira 


84 T = lim | lim (a (8 2) ht si A, est le voisinage d’ordre € 


V>o LH 00 
du support de A, a,(S + pa) a son support dans A, pour pu. 
assez grand, et appartient à DE); son produit a convo- 


lution avec T peut se calculer (proposition 34) en le 
considérant comme élément de DE) et T comme élément 
de D'(F), donc le support de (x,(S«o,)) «,T est dans A, +B; 


alors le support de S«,T est dans () (A. +B) cA+B. 
, . , . . > ad . 
Démonstration symétrique si c’est À qui à la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation. 
Quant à la dernière partie de la proposition, elle résulte 
on 


trivialement de la première; si T = 0 dans Q — A, son support 
est dans [(@—A), donc celui de S«,T dans A+ [(Q—A); 
mais KEL Cm = [2 (car, si ae A, E@¢Q—A, on a 


a+€¢(), sans quoi on aurait fe QO — A), done aussi 


A+((Q—A)e [Q; et par suite S«,T =0 dans Q. 


Relation entre produit scalaire et produit de convolution. 


Proposition 37. — Supposons vérifiées les conditions de la 
proposition 34. Supposons en outre que £ soit normal, que À 
ait la propriété d approximation, et que # vérifie les conditions de 
la proposition 4. Alors on a, Rou Se R(E), Te K(F), et oe": 


(II, 7; 3)  (Smq@T)-9=S..(Peo) e ES, F. 


, a & 
at 
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St en outre 4 vérifie les conditions de la proposition 4, alors 
on a, pour Se X(E), Te X(F), ge'(G): 

(Il, 7; 3 bis) (Sa, T)-.9 = 8 (T0) ¢(E@F 8G) 
en identifiant (E 6, F) 8, G et E 8, (F 8, G) à (E ® F ® G);. 

Les produits scalaires x considérés ici sont ceux qui sont 
définis a la proposition 4. 

Les considérations de la page 130 montrent en effet qu’une 
convolution de #% X À dans 4, hypocontinue par rapport 
aux parties compactes, définit par transposition une applica- 
tion bilinéaire séparément continue de KX % dans #,; si 4, 
done aussi {, est normal, cette application peut se noter 
(T, o) — T- 9, puisqu'elle a cette forme sur D X 9; cela revient à 
dire qu’il y a une convolution de À x £ dans 9) ('). Alors on 
peut définir (voir chapitre 1, § 3; par exemple proposition 
21 bis) une application bilinéaire, qu’on notera ae Ur TU 
de K(F) X £ dans #.(F); pour U fixée, T > T«U est continue 
de K(F) dans #!(F)— #'(F). Si alors les conditions de la propo- 
sition 4 sont en outre réalisées (36 a la topologie y, 46’ est quasi- 


$ ‘ . & À 2 
complet), on peut définir un produit scalaire S-.Txoe EK 6, F, 
pour oe’. Nous devons montrer que l’on a alors (II, 7; 3). 
Or, il en est trivialement ainsi si SeHOE et TeKOF, 
d’après la définition même (par transposition) de la convolu- 
tion de KX x £ dans #1; les deux membres de (II, 7; 3) étant 
alors, pour 9 fixée, séparément continus sur J6(E) x KF), 
coincident. i 
Naturellement on peut étre tenté de procéder en sens inverse. 
La convolution de # xX # dans { définit une application 
bilinéaire séparément continue (5, 9) > Sxo de 4 x & dans K,, 
LE 2 2 L = oi 
done une application bilinéaire (S, 9) >So de 4(H) x cM 
dans AE). Mais alors on ne peut pas appliquer la proposition 
S$ = ae ores ; 
4 pour donner un sens a S*o-,T ou S+o-, 1, car R n'est pas 
supposé nucléaire. Mais si di, au lieu de #, vérifie les conditions 


4 Ca x * . 
(1) Si 46 est un espace de distributions, son symétrique 46 est toujours muni ae 


la topologie déduite de celle de % par la symétrie v. 
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de la proposition 4, alors on peut calculer Seo -, T; on peut aussi 
l'appeler $ « Pr T, produit scalaire entre H(E) et À(F); mais 
alors S x, T peut se calculer d’après la proposition 34, non 


plus en considérant 4 comme nucléaire, mais en considérant A 
comme nucléaire (remarque page 122), et le raisonnement 


symétrique du précédent donne alors Salles 9 st S«g- LE 
Supposons maintenant Se d6(E), Te R(F), ge e L(G). Si £ véri- 
fie les conditions de la proposition 4, ( 3 ty". ou ® a un sens pour 
(S«, T) e {(E 6, F), ç e L(G); c’est un élément de (E 8, F) 6, G. 
D’autre part on peut appliquer la proposition 34 à la convolu- 
tion de À x Ÿ dans #6 (Ki, 4, d6', sont quasi-complets, Ket Ÿ 
-sont normaux; © a la propriété d’approximation stricte et 
la topologie y, donc £’ à la propriété d’approximation stricte 
(proposition 4 du chapitre 1); { est nucléaire et son dual fort 
(£'X = £ est nucléaire, donc Tag a un sens, c’est un élé- 


ment de #/(F 8, G); alors Ss .(F te &) a un sens, c’est un élé- 
ment de E 8, (F 8,G). Si Poa identifie les FR espaces 
(E 8, F)8,G et E 6, (F 8,G) à (ESF@G);, on peut 
comparer les deux membres de (II; 7, 3 bis). Ils définissent 
des applications trilinéaires séparément continues sur 
(E)XA(F)X%(G),quicoïncidentsur(H@E)x(K@F)x({8G), 
donc partout (# est supposé avoir la propriété d’approxi- 
mation, ainsi que 46, { est nucléaire donc à la propriété 
d’approximation). 


CoroLLAIRE 1. — (Régularisation). Si 4, À, 8°, vérifient les 
conditions de la proposition 34, si 46 vérifie les conditions de 
la proposition 4, et si Ka la propriété d’ approximation, alors, 
pour Se J6(E), ae R(F), la fonction continue S +. a est donnée, 
pour toute valeur de xe R", par la formule 


(II, 7; 4) (S+,«) (x) =S-.2(n) a=8;-,a(e—t) eR 8, F. 
En particulier 
(II, 7; 4 bis) $..0=T,(Saa). 


Il suffit en effet d'appliquer (II, 7;3), en prenant pour 9 e &° 
la masse unité au point x. Dans (II, 7; 4 bis), on remarquera 
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N 3 . 
(en prenant o = à) que À est done nécessairement contenu 
! . . F1 2 . . 
dans 4’, et le produit scalaire S-,« s’obtient en appliquant la 
proposition 4 a 6. 
Dans la pratique, À sera souvent un sous-espace de 6, 
muni d’une topologie plus fine que la topologie induite. Alors 


r(x)a est la fonction E+ a(x —E). D’autre part on pourra 
généralement appliquer la proposition 34, non seulement avec 
4—6, mais même avec {= 6; il sera alors possible de 
prendre pour © une dérivée de la masse unité au point x, et 
obtenir ainsi: 


CoRoOLLAIRE 2. — Supposons que #6 vérifie les conditions de 
la proposition 4, que À ait la propriété d' approximation, que 4 
soit normal (resp. vérifie les conditions de la proposition 4), et 
qu il existe une convolution de # X À dans & et une convolution de 
% x H' dans &°, hypocontinues par rapport aux parties compactes. 


Alors on a, pour Se %#(E), Teñ(F), pe (resp. oe 4'(G)) : 
(II, 7; 5) (S«,'t)-9=T,(S«,(F+§)) ESF 


[resp. : 
(IL, 7; 5 bis) (Se: t)-.9=T.(8a,(T+.9)) «(EOF @ Gye]. 


( 
On applique d’abord la proposition 37 a Se d6(E), Te R(F), 
pe (resp. ge £'(G)); puis son corollaire 1 à Se 46(E), 


a= T+5<H'(F) (resp. Tx 9 < H6'(F 8,G)). 


Produit de convolution général. 


Proposition 38. — Soient #, K, £, M, des espaces de distri- 
butions normaux sur R", E et F des espaces localement convexes 
séparés, ces espaces n'étant pas nécessairement quasi-complets. 
Soit S (resp. G) un ensemble saturé de parties bornées de HK 
(resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que 
Rc% et que l'injection À de KH dans % est sous-nucléaire; 
on suppose d'autre part que À ou # à la propriété d’approxima- 
tion requise dans l'énoncé de la proposition 10, et que À est 
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bornologique. Enfin on suppose donnée une convolution de M X 36. 


dans {,, provenant par transposition d’une convolution de M x £(') 


dans %, hypocontinue par rapport aux parties compactes de 4. 
Alors on peut définir une « convolution 2» (° ) de M(E) x 44{(F; B,) 


dans {EE 8, F), notée (S, T) +S», T, vérifiant : 
nie PSN SM GE MATOS 


pour toute we %; le second membre est celui qui est défini à la 


proposition 10, pour S» ge K(E), Te HUF ; Bo). 


On a 
(II, 7; 7) Sex Tf = (S«T)e @f, 
pour Se, Tedx', ecE, feF. 


St les conditions d’ ÉRPRCGHET de la proposition 34 sont aussi 
réalisées pour M, Hz, As l’image de S«,T dans LES, F) 
coincide avec le tu Sant, défini à la proposition 34. 


Cette convolution est compatible avec les applications linéaires 
continues de E, F, ou de 936, K, %, M. 


° ip = L == 
StS parcourt une partie du type © de M(E), et que T converge 
vers 0 dans 46,(F) en restant dans une partie b,-équibornée, 
> = + = . . . L2 
SxeT converge vers 0 dans X(E Se F); si l'injection A est 
non seulement sous-nucléaire mais nucléaire, il est inutile de 
. Le . . 
contraindre T à rester dans une partie (,-équibornée. 
. > é D — =~ Là À 
Si T est ©-bornée, on peut définir Sx5TeL(E &;F) même 
si Ÿ n’est pas bornologique, pourvu que la convolution de  X & 


dans À, déjà supposée hypocontinue par rapport aux parties 
compactes de %, soit en outre hypocontinue par rapport aux 


parties compactes de M. Dans l'un comme dans l’autre cas (£ 
bornologique, ou convolution hypocontinue par rapport aux 


parties compactes de WX), si $ converge vers 0 dans  A(E) et que ti 


reste dans une partie 6-équibornée de H6.(F), Sa T converge vers 0) 
dans L(E &g F). 
Démonstration calquée sur celle de la proposition 32. On 


peut aussi reproduire les remarques des pages 131 et suivantes: 


(!) Voir note ('), page 157. 
-(?) Voir note (?), page 127. 
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Nous laissons au lecteur le soin d’établir les principales pro- 
priétés du produit de convolution (généralisation des propo- 
sitions 34, 35, 36) à partir des résultats du § 4. 

Donnons quelques exemples courants : 

1° On peut définir une convolution de &'(E) x 2'(F; 8,) 
ou D'(E) x &'(F;8,) dans D'(E &,F) (en prenant pour 46, 
Sys, UM 22070 961, tou 6,6, 9, D (*))..On a. alors (II, 7; 7), 
et (II, 7; 6) pour o e ®. On a aussi (IT, 7; 3) (où + est remplacé 


par t) pour 9 e , car le passage de (S * 9) Trace (2+T) n’est 
autre que la formule (II, 4; 12) (où S, 9, Th sont remplacées 
par 9, S$, T). On a aussi (II, 7; 5) (où + est remplacé par 1); 
appliquons en effet (II, 7; 6) a S, —Se 6'(E)T, = (T+$) e6(F;8,) 
ets, —Ûes (les espaces 4, À, 4, M, sont alors &',6’,6',6'('); ou 
aS,=Se D'(E), 1% = T5 e D(F; 6), 9, =o e 6’ (avec les espaces 
®, Dd’, 6, D'); on obtient justement Tr( Ss, (T.3)) —$S.Ts. 
Enfin on a (II, 7; 2) (où = est remplacé par t) avec Ue®’; 
c’est simplement la compatibilité de la convolution de la 
proposition 37 avec les applications linéaires continues de 4, 
R,£, M. Examinons en détail un des cas. Prenons pour &,, 
K,, L, M, les espaces D, D, D, &'; et les mêmes pour db, Ky, 
4, M. Pour applications, prenons pour À, — HA, la convo- 
lution U} avec Ue8’, ainsi que pour #,—>#,, %— 4; 
et pour 1, —M, prenons lidentité. Ces applications sont 
permises, car on a le diagramme commutatif 


14 
%k, aS 6, 
sus ie a 


de la page 63, et le diagramme commutatif de la convolution : 


dt, x 4, LOUE ty, x 4, 
er 
| tla 


(1) Les espaces considérés sont normaux et nucléaires [donc ont la Tes 
d’approximation requise dans la proposition 10, voir note ('), page 58). =D 
est bornologique [note (') page 149]. : é | 
(2) Les espaces considérés sont encore normaux et nucléaires. 8’ est bornologique 
d’après le chapitre 1, application page 43, conséquence page 44). a 


162 LAURENT SCHWARTZ 


qui en 7 l’associativité de la convolution entre distributions 
scalaires : M+(L+Ü)— (M+L)* U, pour Me, Le®. Alors 


on aura le diagramme esinmmniat vectoriel : 


MCE) x (36s)\(F 3 Gy) > M,(E) x (4,)(F; Bo) 


M(E) x (%,)(F; 6)—>  (4)(E8.F), 


qui s’écrit S«, (T+ U) = (S«,T)«U. 

Si au lieu de cela on prend pour K,> HK, et 4,—#, la 
convolution UL) pour A, —> M, la convolution jU}, pour 
 4,—%, l'identité, on obtient S« A(T. U)— (S« U)«,T. On a 
Hit ihe (dds 573 92) = 

Si les supports de S et T sont A et B, le support de S+T 


est contenu dans À + B en vertu de la proposition 20, c, 


appliquée à S*¢ LT: si le support de ¢ <9 est dans le complé- 
mentaire de À + B, celui de S«¢ est dans (—A) +[ (A +B), 
dont intersection avec B est vide. On en déduit encore que 
8x T est connue dans Q quand T est connue dans Q—A et § 
de support A. On déduit de là facilement qu'on peut définir 
Sa T pour S <6 (E),Te d'(F) localement {,-bornée, car, pour 
définir $+ T dans Q, ouvert borné de R’, on pourra remplacer 
T par Te e D'(F; 6,), égale à T dans l’ouvert Q—A borné, et le 
résultat sera indépendant du choix de rae On définit ainsi Si 
de façon cohérente dans les ouverts bornés de R’, donc sur R". 

Nous étendrons cette définition plus loin (voir proposition 39). 

29 On peut définir une convolution de OG(E) x S'(F; 6.) dans 
J'(E &,F), qui vérifie (II, 7; 7), (II, 7; 6) pour ce, (II, 7; 3) 
(où rest remplacé part) pour & e J, et (II, 7; 2) (où rest remplacé 
par t) pour U e 04. Si A et B sont les supports de $ et T, le sup- 


port de S«,T est contenu dans À + B. Les ge 36, K, L, WM, 
sont ici 9, 4, 9, Oc"). 


(!) Ces espaces sont normaux et nucléaires (GroTHENDIECK [5], § 2, n° 3, théorème 
10, page 55), donc ont la propriété d’approximation requise par la proposition 10 
(note (1) page 58). € = ¥ est bornologique, comme espace de Fréchet (BourBAKI [4], 
page 11). 


Mba 
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3° On peut définir des convolutions de 9(E) x D'(F; 8,) 
ou &(E) X &'(F; 6,) dans &(E 8, F), de SE) x ¥’(F; %,) dans 
J(E ®, F) (‘). Ces applications sont des restrictions de celles 
qui sont définies dans 10 et 2°, en vertu de la compatibilité 
avec les applications linéaires continues de #, K, £, M; done 
elles en ont toutes les propriétés. On a en outre (II, 7; 6), et 
(II, 73 3) (où x est remplacé par 1), pour ge8’, 8', J’, 
respectivement. 

On a enfin (II, 7; 4) (où x est remplacé par t) pour ae D(E), 
rt u LE 2 rat 
Se à (F;6,) ou pour ae &(E), Se8'(F;f,) ou pour ae ¥(E), 
SeS'(F;6,), comme on le voit en appliquant (IT, 7; 6) pour 
9 = e(x) = masse unité au point x. 

49 On peut définir une convolution de 8 (E) x 9/4(F) dans 
De 1etE 8, F) (p, q, finis). Il suffit d'appliquer (II, 7; 6) 
et une proposition analogue a 38, mais s’appuyant sur la 
proposition 24 au lieu de la proposition 10; les espaces 
nn en SEONG Ie eg Le OP Oud 

; > — = 
(II, 7; 6) pour œe%*1"*!, Pour SeS P(E), Te D'(F), 
> > a : Say > => : À i 
S x, T e D'(E 8, F) coincide avec élément S+,T défini en consi- 
Fes = aa . . . 

dérant S comme élément de &'(E) et T comme distribution 
localement B,-bornée à valeurs dans F (voir fin de 1°), en vertu 
de ce qui a été vu à la proposition 24. La présente convolution 
a donc toutes les propriétés indiquées à 1°. On a (II, 7; 3) (où 
rest remplacé par t) pour ç e *1***! (voir remarque page 120) ; 

: y > 
les deux membres sont en effet continus en # e *1*"*! pourS 

== . . , . L L . 
et T fixés (puisqu'ils définissent tous deux des distributions de 
g'r+atn+4(E 8, F)), il suffit donc, pour qu'ils coincident, qu’il 
en soit ainsi pour 9 e ®; mais alors S+,T-¢ est par définition 
a | i> Sy aa aa, 1 r 
S*%-,T, avec S+$e DE), Te '(F) localement f,-bornée, ou 

Na =e ral x z , 
encore 5*¢-,T,, Se 9(E), T, e D'(F; G) à support compact, égale 

= 2 
à T dans un ouvert borné assez grand de R”; le second membre 
de (II, 7; 3) est égal au produit scalaire de Se D'(E; fi) et de 


a(T+e e D(F), «e® égale à 1 sur un voisinage du support 


(‘) Ces espaces sont normaux et nucléaires, voir note ('), page 162. Ici ¥ est &’ 
ou 4’, qui est bornologique, voir note (?) page 161. 

(2) Ici £ = DP+a+n+1 est bornologique, comme limite inductive d’espaces (de 
Banach) bornologiques (Boursaxi [4], page 11). 
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de S;il vaut donc aussi 5+, (To), ne étant la méme distribution 
que ci-dessus; mais, d’après (II, 4; 12), ceci vaut Sx gs 0% 
Sx est considéré comme élément de &(E; 6,) et i¥ comme 
élément de &'(F); comme S+% est a support CER Os, il est 
aussi dans ®(E; 6), et alors on trouve aussi S. 8. T, avec 
S+8 eDE;6,),T,e DME) (voir application C, page he or on sait 
que, Sl S«g e D(E; 6,), i D'(F) et en même temps $+ e D(E), 
T« D'(F; 6), les deux valeurs correspondantes trouvées pour 
> > 3 ‘ 

S*o+,T, coincident (voir page 97). 

Ce que nous venons de voir montre en outre que 
S»,TeX(E 8, F) est aussi le produit de convolution défini 
en considérant S comme élément de &'(E; 8,) et T comme 
élément de D'(F). 

Nous ne pouvons pas donner un sens a (II, 7; 5) (où x est 
remplacé part), car, comme nous allons le voir a 59, le produit 
de convolution de S$ < 8'*(E) et de T«$ <6?*"*"(F) n’est pas 
nécessairement une fonction, et n’a donc pas de trace. Toute- 
fois les 2 membres de (II, 7; 5) sont bien égaux pour 9 e 9, 
car alors on est ramené au cas 10; les développements que 
nous allons voir à 5° permettent d’étendre cette égalité à 
pertatnte, 

Si © est un ensemble de parties bornées de F, et si T est 
localement 6-bornée, on peut définir ST eDer*it"(E Sz F), 
d’après le résultat correspondant de la proposition 24, si n 
est impair, ou n pair et g = 0. On peut alors, dans tous les 
résultats précédents, remplacer n + 1 par n. Si d’autre part § 
converge vers 0 dans un (&)x(E), K compact de R", et que T 
reste dans une partie localement G-équibornée de DIF), 
ST converge vers 0 dans 9.?*?*"(E 6¢ F). 

5° On pourrait étre tenté de définir une convolution de 
Dre tH) x DF) dans &'(E 8, F). Il faudrait pour cela 
appliquer (II, 7; 6) pour geo" et ensuite la proposition 24. 
Mais la Héthodà de la proposition € 38 © n’est plus applicable, car ~ 


6." n’est pas bornologique('), alors ae, 13 pour ae Deer CE 


(1) 2" et 8j" ont les mêmes parties bornées (qui sont les parties équicontinues de 
&’", puisque 8h, espace de Fréchet, est tonnelé). Or &/* a une topologie strictement 
plus fine que 6", donc &/" n’est sûrement pas bossaligiines 


bb. fl: 


AP er 
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> 

| PRES APTE ake as 
TeDr(F), pourrait bien être défini comme une application 
linéaire de &'" dans E 8, F transformant toute partie bornée de 
21h bd r + = . . 

6" en une partie bornée de E 8, F, mais cela ne prouverait pas 


que as Te 8"(E 8, F), et une telle convolution ne nous semble 
pas pouvoir être définie. Prenons cependant h= 0. Alors on 
peut définir as Te $= a*o ar pour ¢ <8 donc pour ge L' 
à support compact; si nous appelons K* l’espace Lin&' de 
ces fonctions ©, et si nous le munissons de la topologie limite 
inductive des topologies induites par L' sur les L'n&, K 
compacts de R", K, est complet, normal et bornologique (‘), et 
le procédé de la proposition 38 s’applique (en la modifiant de 
façon à utiliser la proposition 24 au lieu de la proposition 10; la 
convolution de "++: x K, dans 9"*"*! est bien hypocontinue 
par rapport aux parties compactes, puis qu’elle l’est même sur 
üpn+nt1  6'°) On voit donc que ax Te D'(E 8, F) se prolongeenune 
application linéaire continue de #' dans E ®, F;si donc nous appe- 
lons £ (espace des fonctions mesurables et localement bornées) 


le dual de #!, et si nous le munissons de la topologie 47 = (K')., 


ona axTe%(E 8,F). Mais cela ne prouve nullement qu elle 
soit une fonction; ni qu’elle ait une relation quelconque avec 
la fonction a—>a(x—*) .. T-(avec a(x—E) = omri(R) Te & a(F)), 
qui n’est peut-étre pas continue ni même scalairement 
mesurable. 

Appelons maintenant (K')—™ l’espace des distributions qui 
sont sommes de dérivées d'ordre < m de fonctions de K', et 
munissons-le de la topologie localement convexe la plus fine pour 
laquelle les dérivations partielles d’ordre < m soient continues 
de X' dans (A)O™; (K)77 est normal et bornologique (°). 


(1) Kt est complet, comme limite inductive stricte d’une suite d’espaces complets 
(voir K6rue [1]). Tout élément de L'n 8% est limite, dans L', d’une suite de fonctions 
de D à supports dans un voisinage fixe de K, donc X! est normal. Enfin À! est 
bornologique comme limite inductive d’une suite d'espaces (de Banach) bornolo- 
giques (BourBaKi [4], page 11). 

(2) En fait, ces propriétés ne sont pas immédiates. On a trivialement Dc (K!)—™. 
L’injection de Dg, K compact de R", dans L'n && est continue, donc aussi son injec- 
tion dans K', et par suite l’injection de @ dans #1 est continue; l’injection canonique 
de Ki dans (A')—™ étant continue par définition, l'injection de 9 dans (Ki) m) 
est continue. Soit Te (X!}-"); alors T = Y DPfn pe X. Les régularisées fp+p ED 

lpi<m 


convergent vers fp dans ht, lorsque ey > 0, i e, = 1, et que le support de p, 
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Son dual est l’espace (£7) des fonctions dont les dérivées 
d’ordre < m (au sens des distributions) sont dans £7; ((H')~™). 
est l’espace (£7), muni d’une topologie qui est plus fine 
que celle de la convergence des dérivées d’ordre < m dans 
ge. ({2)® est normal et complet (‘). Alors, pour h > 0, on 
peut définir an, To pour ¢ « (K')~, en appliquant (II, 7; 6) 
et une proposition analogue à 38 mais s’appuyant sur la propo- 
sition 24 au lieu de 10, puisque (K')~” est bornologique 
(la convolution de, 497 "PS (AI , dans, 27 7. eat 
bien hypocontinue par rapport aux parties compactes, 
puisqu'elle l’est même sur D"***"** x 6), On en déduit que 
au Te (£2) (E &, F). Mais on a (47) c &*~', et l'injection 
correspondante est continue [la méthode employée pour 
démontrer la proposition 24, en prenant k = 1 dans le 
lemme, montre que à est somme de dérivées d’ordre < 1 de 


fonctions appartient à Hi: 2—=L,+Y is L,eH', L,e KH. 


Alors toute fonction f e (4?) peut s’écrire f=f* L, + ¥ ry Li) 
i T; 


Mais tout élément de À' est un opérateur de convolution de 
4? dans 6°; car, si fe, et LeR', on sait que f+L est la 
fonction x — f:. L(a—&); alors, si + décrit un compact de R’, 
L(x — &) décrit un compact de kK’, et si f converge vers 0 
dans £7, (f* L) (x) convergera uniformément vers 0, donc fx L 
convergera vers 0 dans &’. Alors, si fe (£2), le second membre 
de légalité ci-dessus est dans &"~'; et si f converge vers 0 


tend vers l’origine; alors D?(fp*o9,) tend vers DPf, dans (K!)—™, done Txp,e® 
tend vers T dans (A!)(-™: ® est dense dans (K'!)(-™, qui est bien normal. 
On peut représenter T par un système (f)|p] <m, fp € R!, tel que à DPf , =T ;.ce 
Ipl<m 
système est déterminé modulo tout système (gp)) pj <m, SpE À!, tel que © DPg, = 0. 
Ipi<m 
Done (K')(—™ est, algébriquement, un quotient d’un produit II (H')p, (St), = Rte 
, : ! L Ipl<m 
On voit sans peine que la topologie de (Ji')(-™ est précisément la topologie de 
ce quotient du produit Il (Kt!)p; comme alors À! est bornologique (note (1), 
Ipil<m 
page 165) ll (Ki), Vest aussi, ainsi que le quotient (K1}—") (Boursaxr [4] 
page 11)., 1pl£m ‘ 
(*) Si 46 est normal, 46! est normal (préliminaires, proposition 4). Si #6 est borno- 
logique et quasi-complet, 46; est complet (un élément du complété est en effet une 
forme linéaire transformant toute partie relativement compacte de % en une partie 
bornée de C; voir alors note ('), page 129). 
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dans (£2) ou même simplement si ses dérivées d'ordre <h 
convergent vers 0 dans {>, le second membre converge vers 0 
dans &"~']. 
Done on a aussi (£7) (E 8, F) ¢ 8" (E 8, F), done 
> ae 
ax Te" '(E 8, F). 
Ses dérivées d’ordre <h—1 pourront se calculer par la formule 
> =X, \ > ; > - 
usuelle ( D(a» T) mers (Da) (a—)-,T;, qui est la formule 
(II, 7; 6) pour ¢=(—1)?! Dre(x) er eae Jet eee 
Si maintenant T e ®"(F) est localement G-bornée, on sait 
que la proposition 38 est applicable même lorsque { n’est pas 
. Coste: , . aca > = 
bornologique; on peut donc ici définir ax T e&'(E SF), et 
3 > > => 
appliquer la formule usuelle( Dax) (x) = (( Dre) (x—&) -¢T; 
même pour |p| = h. On pourra même remplacer m+h+n-+1 
par m+h-+n, si n est impair ou si m=0, d’après la 
proposition 24. On pourra faire des remarques analogues pour 
3 = 7e + A re 
la convolution S*$, Seë”"(E), Be Bs ag el A TA À 


Définition du produit de convolution a partir du produit tensoriel. 
Dans la proposition 38, nous n'avons défini S«,T que si 
l’une des distributions $, T, est $,-bornée. Nous allons voir que 


> - 2 g > > 
cette restriction n’est pas nécessaire si les supports de S et T 
vérifient certaines conditions. 


Proposition 39.(‘). — Soient A, B, des ensembles fermés 
de R" tels que l'application (&, 7) —E+n de A X B dans R" 
soit continue à l'infini, et E, F, des espaces localement convexes, 
non nécessairement quasi-complets. On peut définir un produit 
de convolution de DA(E) X Ds(F) dans D .s(E 6, F), par la 
formule : 


(II, 7; 8) ($+, T)-¢=S,00,T,- 9 + n), 


pour S e 9\(E), TeM(F), ge. On a la formule (II, 7; 7), 
pour SED, Te Ds, ee HE, feF. : PTE 
Cette convolution est compatible avec les applications linéaires 


continues de E et F. Elle est commutatuwe, à la symétrie canonique 


(4) Voir SCHWARTZ [5], chapitre v1, § 5, page 26. 
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près entre E &,F et F@,E. Si A, B, C, sont trois ensembles 
fermés de R", tels que Vapplication (&, n, ©) >&+n+¢ de 
AxBxC dans R" soit continue à Vinfini, on peut définir 
un produit de convolution ($+T+U),e9((E® F @ G)), 
pour $ e M (E), Te, (F), U e 94(G); ses images dans 
P((E8.F)8,G) et O((E@,(F@,G)) sont (BAT) U et 
Sx, (T+, U) respectivement (associativité de la convolution). 
On a en outre 


(I, 7;.9) (Ex T).0= (88): T8. (Tag) 


== Tr((S+,T)+9) = Tr( (S» é) TS a TS, (T + 3)), 
_ (les 3 derniers membres sont des traces de fonctions indéfiniment 
dérivables; le 2€ est pris au sens de la proposition 10, avec 
Te D'(F), S 48 eê(E) localement §,-bornée, l’intersection des 
supports étant compacte; de même pour le 3°, avec Se D'(E), 
ia 9 € &(F) localement G,-bornée). 

St S x, T est l’image de Sx T dans E G,F (u=y, B, 7, €), 
Papplication bilinéatre (S, TS Lt de DA(E) X Da(F) dans 
Da+n(E 6, F) est u-continue, pour u.= 6, Tt, €, et aussi pour u =} 
st E et F sont quasi-complets. 

Si le produit de convolution ST a déjà un sens d’après la 
proposition 34, il coincide avec l’image dans 9'(E 8, F) du 
produit Su T défini ict, si 46 ou K a la propriété d’approxima- 
tion par troncature et régularisation; si S4T a déjà un sens 
d’après la proposition 38, il coincide avec celui qui est défini ici, 
st À = d est nucléaire et a la propriété d'approximation par 
troncature et régularisation. 

Le support de $:@ @, T;, quiest A X B, et celui de o(Ë + ñ), 


qui est l’ensemble § +1e K, K support de ©, ont une intersection 
compacte; donc le second membre de (II, 7; 8) est bien défini, 


et S«,T est donc une application linéaire de 9 dans E 8, F. 
Supposons que + converge vers 0 dans 9x, K compact de R’; 
alors, si « e  , est égale à 1 sur un voisinage de l’intersection de 
A XB et de l’ensemble §+ eK, «(f, ñ)2(Ë+ À) converge 
vers 0 dans %%,, et, comme S;®@®,T,, est continue sur ®% és 


à de 
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> — > > > 

SE @ ®.Ty.9 (§ +7) =S:@ ®,T,,.a(&, n)o(E+ 7) converge vers 0, 
Donc S«,T est continue sur %%, donc sur ®, c’est bien une distri- 
bution. Si K n (A + B) — 5, le support de Se ® e,T, et celui de 
o(E +) ont une intersection vide, donc SxT.o = 0, ce qui 
prouve que S«,T a bien son support dans A+B (‘). (II, 7; 7) 
est une conséquence triviale de (II, 6; 1). La compatibilité 
avec les applications linéaires continues de E et F résulte de 
la méme compatibilité pour le produit tensoriel, indiquée a 
la proposition 33. 

Naturellement S«,T ne dépend que de $ et T et non des 
ensembles fermés A et B (contenant leurs supports) que nous 
avons choisis, car il en est bien ainsi du 2° membre de (II, 7; 8). 

Supposons que ¢ parcoure une partie bornée de %x. Alors 
la fonction « ci-dessus pourra être choisie fixe, et «(£, 4) o(§ + 4) 
reste dans une partie bornée de %;,. Les applications 
Uz, > Urnea(é, 1) o(E+ 7) sont alors équicontinues de 
De (E Sy F) dans E 8, F; comme alors (S, T) > Se ® 84 ie 
est u-continue de 4(E) x MF) dans 9; ,(E 8, F), pour 
u= 6, mt, €, et aussi pour u=ysi Eet F sont quasi-complets, 

LIRE > or 
alors les composées (S, T) ST o= $ ® ®, Ty a(E, 1) (§ +n) 
sont u-équicontinues dans les mêmes conditions; cela revient 
> > > 55> 
à dire que (S, Pr — S$Sx,T est u-continue. 

La formule de commutativité est la suivante (voir page 152) : 
si les ensembles fermés À, B, ont la propriété voulue, il en est 
de même des ensembles fermés B, A; alors, pour $eM(E), 
Te Da(F), TS se déduit de S«,T par la symétrie canonique 
E 6, F—F 6, E. 

Démontrons la formule d’associativité. Si A, B, C, sont 
3 ensembles fermés ayant la propriété de l’énoncé, on peut 


— 


directement définir un produit de convolution (S »T D), 
pour Se ME), Te D3(F), Ue ®e(G), en posant 
(IL, 7; 10) 
(STD). = (5,0 eT, 00 Ur),-¢E+n+0 (EOF eG). 
(‘) Rappelons que, en vertu des hypothèses faites sur À et B, A+B est fermé 
(pour toute application d’un espace localement compact dans un autre, continue 


à l'infini, l’image directe d’un ensemble fermé, en particulier de l’espace entier, 
est fermée). 
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Soit C. le voisinage d’ordre € > 0 de C; soit K le support 
de +, K, son voisinage d’ordre «. Alors les relations teA,n<B, 
(eC., §+7+CeK, entraînent, en posant C=(+ 9, lel<e, 
(,eC: eA, neB, eC, §+y+6,¢K,; donc l’ensemble 
des (£, n, ©) est encore un compact de R" Xx R"xX R’; soit 
H x Hx H un compact qui le contienne, H compact de R’, 
et soit «e Dm une fonction égale à 1 sur un voisinage de 
Hv (H-+ H). Le deuxième membre de (II, 7; 10) est, par 


définition, égal a 

(II, 7; 11) (S,@@T,@ @ Uy),- a()a(n)a(eE ++ 0). 

Son image dans (E&,F)6,G est (§ 6, page 150): 
(6; @ ®,T,) ® @,U:) -a(E)a(n)a(C)s(E + n +0. Calculons cette 
quantité d’après la règle de Fubini (proposition 33); on 
obtient : 

(Il, 7; 12) D [ (8e e.T,) -a(E)a(naeE+n +0 |. 

Calculons le crochet pour © fixé; ce calcul n’est nécessaire 
qu’au voisinage du support de Ü, soit pour Ce C.. Alors le sup- 
port de $ ® @,T,, est A XB, celui de o(&+%-+%) est l’en- 
semble des (€, n) tels que § + 4 + Ce K; comme Ce C,, on voit 
que l'intersection de ces supports est dans H X H, donc 
a(É)a(ñ) est égale à 1 sur un voisinage de l’intersection de ces 
supports; donc le crochet, d’après la définition de la convolu- 
tion, n’est autre que 


a(Q) (ST). (2 +0). 
Mais le support de (SAT), est contenu dans A + B; celui 


de ¢(y + ©) est K —{; leur intersection est donc contenue 
dans H + H (car, siye A+B, ona y =Et+n,teA,neB,et 
comme y « K —(, ona §€+7+CeK, done £eH, neH et 
4€ H + H); on peut donc remplacer ¢(y +) par a(ÿ)?($ +0) 


sans changer le produit scalaire précédent, qui est égal à 
(S«T),-2(y)a(e(y +0). 
Finalement (II, 7; 12) vaut 


(II, 7:13) DST), (a (Oe (x +9), 


node. 
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qui, d’après la règle de Fubini appliquée en sens inverse, vaut 
(I, 7:19) (É4T,8 8.0) (4046 +0: 


le support de (S * T), ® ®, U, est contenu dans (A + B) nC, 
celui de o(%+ C) est défini par y + Ce K; des points de leur 
intersection sont de la forme (y, G) avec y=&-+ y, EeA, 
ne B, CeC, E+n+ÜekK, donc ils vérifient EeH, ye H, 
te H, donc y<H+H,CeH; alors a(y) «(Q) est égale à 1 sur 
un voisinage de cette intersection, et (II, 7; 14), d’après la 
définition même de la convolution, vaut ((S »,T) ‘Shy -g, ce qui 
prouve que l’image de (S :T. U), eV((ESF@G)) dans 
®’((E 8, F) 8, G) est (S.,T) * Ü. C’est la formule d’associativité. 

La formule d’associativité est particulièrement intéressante 
dans le cas ot G est le corps des scalaires; car alors toutes 
les distributions considérées sont à valeurs dans le même 

espace vectoriel topologique, (E &, F). 

En particulier, pour 3S e 9,(E), Te DEF), geD, on a 
(S«,T)«% =(S+%)«,T = $ +, (T +3); comme le premier membre 
est une fonction indéfiniment dérivable, il en est de même des 
autres, et leurs traces sont égales. Par ailleurs Tr((S < T) * ÿ) 
vaut $«,T-9 d’après la formule (I, 3; 12) du chapitre 1 (où 
T est remplacée par S«,T, à par 9, et où x est l’origine de R”). 
Pour achever de démontrer (II, 7; 9), il suffit donc de montrer 
l'égalité des 3 premiers membres. Or ce n’est pas autre chose 
que la régle de Fubini (proposition 33). Précisons. Soit K le 
support de 9; soit A, le voisinage d’ordre « de A, soit H un 
compact de R’ tel que l’intersection de A. X B et de l’ensemble 
£ + nekK soit contenue dans H x H, et soit se Dm une 
fonction égale à 1 sur un voisinage de H. 

Alors, d’après Fubini, on a 


(§..7)-c—($,00,T,)-a(&)a(n)oE+n)=Se-LT,-2)a(n)oE +n). 


Bornons-nous à calculer le crochet pour & fixé dans A,. Dans 
ce cas, a(ñ) est égale à 1 sur voisinage de l’intersection des 


supports de Te et g(£ + 7), donc le crochet est égal à 


a) [T,-eé +n) =a@[(T+9)®]. 
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Alors (Sx, Th. vaut 


8 a (E)((T+e)(), 


produit scalaire au sens de la proposition 10, avec 
Se9(E), a (Tsp) = 9(F; 8) = (DIF: fo) 


i = , 1 
On peut donc aussi l’écrire SUT v6, en donnant à ce produit 
scalaire le sens indiqué à la proposition 10, mais modifié 


> > 
comme dans la remarque page 87: Se Ÿ(E), et Tx¢ € &(F) 
localement B,-bornée, ont des supports d’intersection compacte. 


== 


En procédant dans l’ordre inverse, on trouvera Sxg à T. 


Remarque. — Avant de terminer la démonstration de la 
proposition 39, notons en passant une importante propriété 
de la régularisation, comme conséquence de ce qui est indiqué 
aux pages 148-149: si T <9 (FP), geQD, Tx est dans &(F) 
et localement G,-bornée : la régularisée d’une distribution vectorielle 
par une fonction de ® est non seulement une fonction indéfini- 
ment dérivable, mais une fonction indéfiniment dérivable locale- 
ment §,-bornée. 

On peut dire plus. Si © est un ensemble de parties bornées 
de F, et si T est du type G(T < 9’ (Fz), alors la régularisée 
T+o est localement 6-bornée dans &(F); autrement dit, si ae, 
a(Trc)eD(F; 6) = (9’)\(F; 6). 

Pour terminer la démonstration de la proposition 39, mon- 
trons que le produit de convolution défini ici, à partir du pro- 
duit tensoriel, coincide avec ceux qui ont été définis antérieure- 
ment aux propositions 34 et 38 si ceux-ci existent également. 
Mettons provisoirement les indices 1, 2, 3, à ces 3 produits. 
Prenons d’abord le cas de la proposition 34, et supposons 

— > 
que $.,T= PR existe en vertu de cette proposition; alors 
> == + 
il n’est autre que l’image (Ss, T), du S$«,T de la proposition 39 
dans d'(E &, F), si l’un des deux espaces 4, K, a la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation. Soit en effet 
(ty)v=12, … une suite de fonctions de 9, convergeant vers 1 
dans & en restant bornée dans @, et soit (Pu)u=1e,.… une suite 
de fonctions >0 de 9, d’intégrale 1, de supports tendant 
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ee 0 . ee = ees 
vers l’origine. Les deux produits Sx.T sont limites de pro- 
duits (ae) + T, si % a la propriété d’approximation par 
troncature et régularisation. Comme, pour pu assez grand, 
> 
a (S+e,) a son support dans A., voisinage d’ordre « de A, 
on voit qu'il suffit de démontrer l'égalité des 2 produits 
= = to + 
5: PE NES = a (Sxpy) eME), Ted(F), les supports de S, et 
T étant contenus dans A, et B. 
Mais, en fait, nous venons de voir plus haut que 5, est méme 
| = as. 
dans %(E; 6,); alors & Xn T), au sens de la proposition 34, 
L Fr À Le 3 L . 
coincide avec (S, * TS au sens de la proposition 38, avec 
> > 
$,e DE; B,), Te D'(F), comme nous l'avons vu a la proposi- 
tion 38; donc finalement nous avons ramené le cas où la convo- 
lution à un sens à la fois d’après les propositions 34 et 39, 
au cas où elle a un sens à la fois d’après les propositions 38 


et 39. Il reste done à voir maintenant, si, lorsque LL a un 
sens à la fois d’après les propositions 38 et 39, les deux 
produits coïncident; or la formule (II, 7; 6) et la formule 
(II, 7; 9), pour ge, vont nous prouver cette coincidence 


dans les conditions énoncées. Dans (II, 7, 6), [ ($+) aE est 
défini à partir de S«¢ eK(E), Te dF; 6,), et de la propo- 
sition 10; dans (II, 7; 9), [ (Seo) -F], est défini d’après la 


proposition 10, avec S+¢ e &(E) localement 6,-bornée, Ted(F), 
l'intersection des supports étant compacte. Supposons donc 
% —%X nucléaire, À —identité, 4 ayant la propriété d’appro- 
ximation par troncature et régularisation. Soit « e D égale à 1 


sur un voisinage de l'intersection des supports de S+9 et de T. 
Alors on peut affirmer que [S+o-T], est égal a [a(S«¢)..T |, 
d’après la proposition 20, c, car les supports de (a—1)(8+ 


— . . L L 
et de T ont une intersection vide. Mais alors a($+e) e DE), 
done cette dernière expression peut aussi se calculer en consi- 


dérant (84e) e SE), Te 2'(Fi 8), (formule IL, 4; 11 bis); 
mais alors c’est aussi la valeur de « $ x 9 sabe avec 


HS) eD(E; Bi} Ted(F) (page 97); or ceci est précisément 
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x _ 4 

la valeur de [(S xo) +, TH avec S«ge6&(E) localement 
> . . r 

6,-bornée, T e ’(F), l'intersection des supports étant compacte. 

Les conditions données pour 4 et À semblent couvrir tous les 

cas usuels, même si ce n’est pas immédiatement apparent. 


Prenons par exemple Se &P(E), Te%(F) (exemple 4° 
page 163). On peut définir S»,T e 9?~9*"*'(E &,F) d’après 4° 
page 163, et SxTed(E &,F) d’après la proposition 39. 
Y a-t-il coïncidence des 2 définitions? Cela ne résulte pas 
immédiatement de ce qui est indiqué dans la proposition 39. 


Mais nous avons vu page 163 que le $ x T défini alors coincidait 


avec celui que l’on obtenait à partir de Se &'(E; Bi), Te D'(F), 
et alors il coïncide avec celui de la proposition 39. 


COROLLAIRE. — On peut définir une convolution, applica- 
tion bilinéaire de &'(E) x 9'(F) (E, F, non nécessairement 
quasi-complets) dans D'(E &,F), u—1, y, $,7,e. Pour ur, 
elle coincide avec la restriction de la convolution de 
&'(E) xX D'(F) dans D'(E 6, F) définie par la proposition 34. 
Cette application est u-continue, pour u—=$f, et aussi pour 
u=7y st E et F sont quasi-complets. 

En effet &'(E) est la réunion des 8,(E), A compacts de R’:; 
or, si B= R", on a une convolution de &4(E) x %%(F) dans 
D'(E&,F), d’après la proposition 39. 

La u-continuité, pour w = y ou 8, résulte facilement de 
celle de la proposition 39, compte tenu de ce que toute partie 
bornée de &’(E) est bornée dans un &4(E), 8'(E) étant la limite 
inductive des &4(E) ('). Pour u =7 ou ¢, il n’y a pas u-conti- 
nuité déjà lorsque E et F sont le corps des scalaires (*). 


Cas où les distributions sont des fonctions. 


. + > . À 
Soient S et T deux fonctions scalairement localement 
intégrables à valeurs dans E et F respectivement, et définis- 
sant des distributions à valeurs dans ces espaces. Supposons 


. , L L = . 
qu’on puisse définir leur convolution $ + T suivant l’une des 
() Bourgaxt [2], chapitre m1, § 2, n° 4, proposition 6. 


(?) La convolution est continue de 6x X 9’ dans 9 (Scuwarrz [5], chapitre vi, 
§ 3, théorème v, page 13), mais non de 8’ x 9! dans 9’. 
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propositions 34, 38, ou 39. Peut-on dire que § + T est une fonc- 
tion, définie pour presque toutes les valeurs de + par l'intégrale 
NS — 
ee, S(a—t) ® T(t) dt? Il est très difficile de donner des conditions 
générales, parce qu il n’y a pas de théorème de Fubini pour les 
intégrales vectorielles; on est donc obligé de faire des hypo- 
thèses plus compliquées que celles auxquelles on s’attendrait. 
Pour traiter à la fois tous les cas tensoriels, nous appellerons 
0 une application bilinéaire séparément continue de E X F 
dans G; E, F, ne sont pas nécessairement quasi-complets, 
mais G est supposé quasi-complet. Nous supposerons que 


DS (x — ?), T(£)) est scalairement intégrable (en ¢), pour 
presque toutes les valeurs de x. Alors 


(II, 7; 15) g(a) = f,.0(Slw—2), T(s)) at 


a un sens pour presque toutes les valeurs de x; elle définit 
une fonction de x à valeurs dans G’*, dual algébrique de Gr, 
que nous supposerons muni de la topologie faible 5(G'*, G’). 


= AT: 7 
Nous supposerons ensuite que g(Z) est scalairement localement 
. ~ . r re 
intégrable. Si alors g e Ÿ, l'intégrale |,,g(x) ¢(x) dx a un sens, 


> 
et représente un élément y de G’*. Pour tout g'eG,on a 


(1,7:16) G, 8 )= fuoto)de Ju ((B(E—1), Tie), 8° dr. 


Pouvons-nous écrire cela sous forme d’intégrale double 


(II, 7517) _[farxcnr(O(S(2— 1), T (t)), g')9¢(a) dade? 
Il en sera bien ainsi si nous supposons que la fonction de 


2 variables 0(S(4 —t), T(2)) est scalairement intégrable en 
(x, t), sur tout produit K x R", K compact de R”. Cela revient 


à dire que la fonction 0(S(é), T(4)) est scalairement intégrable 
sur toute bande § + neK, K compact de R” | 
On a alors, d’après le théorème usuel de Fubini: 


(11, 7318) G8’) = fiat fe (B(æ—0), TO), 8") 9(e) de. 
Dans cette formule, l’intégrale fon Ge —5), T(t), g')¢(x) dx 


est censée exister pour presque toutes les valeurs det; les valeurs 
de t pour lesquelles elle n’a pas de sens forment un ensemble 


176 LAURENT SCHWARTZ 


de mesure nulle, pouvant à priori dépendre de g'. Mais il n’en 
est rien. Pour tout t fixé, S(È—t) est scalairement localement 
intégrable; comme e— 0(e, T(t) est une application linéaire 
continue de E dans G, EE — t), T(t) est scalairement loca- 
lement intégrable (en x) pour toutes les valeurs de t. En outre, 


pour tout ¢ et tout g’: 
(II, 7; 19) f..¢(a)(0(S(a—2), Tie)), g')dx 


=(0( fue S(e—t)¢(w) de, T()), 8 nes aot T(t)), 8’), 


d’après (I, 3; 12); finalement on aura 


G, a= f.do((Sxs), To), 8), 


ce qui s’écrit 
(II, 7; 20) F= f,.0(G«e), TW) deo”. 


> —_ $ ee 
Supposons alors que S«,T ait un sens d’après la proposition 
38, ou la proposition 39. Dans les deux cas, SaT.o vaut 


= > ; ae 4 ae 
S«o-,T, mais ayant des sens différents suivant la proposition 


4 a4 SS) 1 3 aS => F 
qu'on considère, et ST vaut de même (S+<) « T. Si alors, 
en appliquant au cas considéré la HSpesr an 21 ou son corol- 


laire, ou 21 bis, on peut affirmer que Sg. wT est lintégrale 
fre 9 a((S«¢)(t), T te i)) dt, on voit qu’on aura Y — (S «y T) -¢eG, 


et la fonction g définie par (II, 7; 15), supposée au début 
scalairement localement intégrable, sera le produit de convo- 


lution ST 


Supposons d’abord que S  T soit défini par la proposition 38. 
Si l’on applique la jing 21 (ou plutét son corollaire), 
on devra supposer (21 a), et (21 c;), avec p’ =1, et avec 
À = identité; (21 b) est Se avec p= 0, puisque 


bas e€ 6(E); (21 dy) résulte de ce qui a été supposé au début 
de ce paragraphe, il est en effet impliqué par (II, 7; 20). 
D’autre part, pour pouvoir appliquer le corollaire, 4 doit étre 
supposée 6-hypocontinue. 
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Si, au lieu de cela, on veut appliquer la proposition 21 bis, 
ou plus exactement son corollaire non énoncé, on devra sup- 
poser (21 bis a’) et (21 bis bj), avec p = o et A = identité 
(ce dernier point résultera de l'hypothèse S e (ES), qui entrai- 


nera en effet S«¢eXK(Eg), mais aussi (puisque Se®(E,)), 


S+¢e6(Eg)); ensuite (21 bis c'), qui s’écrit Te I6/(F; 8,) n 2(F); 
(21 bis dy) résulte des hypothèses du début; et 0 doit être 
supposée ©-hypocontinue. 

Si nous supposons la convolution définie à partir de la pro- 


position 39, les choses sont assez différentes. On a S+ pe &(E) 
localement §,-bornée, Te ®'(F), et l'intersection de leurs 
supports est compacte. On applique dans ce cas la proposi- 
Hon 10. aK = 0, = 2" LA, =. identité: E =F jo, Fo, 
et ©, —©, © = © (ce sont donc les parties de © qui 
devront être supposées complétantes), 2 =Te D'(F) = A,(E,), 
T,=a($+e) e DE; 8) = (36,).(F,; 8) (où ed est égale à 1 
sur un voisinage de l'intersection des supports de Seg et T). 
Si alors on applique la proposition 21, on supposera simple- 
ment Se 9! (Ee); Te #(F), et 0 S-hypocontinue; car (21 a) est 
vérifiée pour À, = 9’, (21b), pour p = 1, s’écrit Te £(F), 
(21c,) s’écrit a($+e) eE; ©), ce qui est conséquence de 
S <%'(E,) d’après la remarque page 172, et (21d)) résulte 
des hypothèses du début. Si on applique la proposition 21 bis, 
on supposera que T est une fonction, et que, pour tout 
compact K de R, il existe une partie disquée Be® telle que 
Te Li(Fs), et que 9 est G-hypocontinue; car (21 bis a) est 
vérifiée pour %, = 9’ ('), nous venons de supposer (21 bis b,) 
pour p= 1, (21 bisc’) est automatique puisque a(S«¢) e DE), 
et (21 bis dj) résulte des hypotheses du début. 
Supposons enfin qu'il s’agisse du produit de convolution 
élémentaire défini par la proposition 34. Alors 4 est supposée 


> ° ‘ 
continue. Nous avons vu page 157 que Sx  T n’a pas néces- 
sairement un sens, et ne représente donc pas nécessairement la. 


(‘) Voir note (1), pape ab: 9! est bien tonnelé, puisque réflexif (Bourpaxr [2], 
chapitre rv, § 3, n° 3, théorème 2). = 2 
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valeur de S«, 1: ©. Nous supposerons doncici que la proposition 34 
s’applique non pas directement, mais avec renversement des 
rôles de KH et 4; c’est À qui sera supposé nucléaire et de dual 
nucléaire, avec la propriété d’approximation stricte. Alors on 


a bien, d’après (II, 7; 3), Sua Ts g —$ x ® *4 T} calculé en 
appliquant la proposition 4 à l’espace À. Il restera alors a 
supposer que la proposition 7 est applicable a 4, = A, E, = F, 
F,=E, 9,=TeX(F)=4,(E,), T,=S*oeK (E)=H#(F,); 


on supposera donc que & à la propriété d’approximation par 
troncature et régularisation (7a), que T e '(F), ce qui est (7b) 


avec p = 1; (7c) est automatique puisque Se e &(E), et (7d) 

résulte des hypothéses du début. ri at 
Remarquons que, si l’intégrale Jew (S(e—2), T(t)) dt existe 

scalairement, il en est de méme par changement de variables 


de Joe (S(2), T(x —1)) dt, et ces deux intégrales sont égales. 
Or si l’on cherche dans quelles conditions cette deuxième 


. r . ñ . . = 
intégrale existe et représente le produit de convolution §«, T, 
on est amené a trouver des conditions différentes; on est en 


effet amené a représenter Sat -¢ par J; (fe 2). Or ceci, 
par exemple, est valable dans le cas du produit de convolution 
défini directement par la proposition 34, avec 46 nucléaire, d’après 
(II, 7; 3). Alors les conditions de la proposition 7, appliquée 


à @, E, F, 9,=Se(E), T,—T+œe%/(F), sont les 
suivantes : 46 a la propriété d’approximation par troncature 


et régularisation, Se%(E), et 9 continue bien entendu. De 
méme, dans le cas de la convolution définie par la propo- 


ele > . À r . . 
sition 39, S$ et T jouent des rôles symétriques, on a toujours 


> ms > s+ 
ST eo = Seon T =S Tao, et on aura des conditions 
symétriques de celles qui ont été trouvées plus haut. 
Comme les 2 intégrales existent en méme temps et sont 
égales, l’un ou l’autre des systèmes de conditions entraînera 
l'existence des deux intégrales, ce qui laisse un plus grand 
choix. 
_ Nous pouvons exprimer l’ensemble des résultats précédents 
comme suit : 


ad sip ie we 
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Proposition 40. — Soient &: ii des fonctions sur R", scalai- 
rement localement intégrables, à valeurs dans des espaces E, F, 
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets. 
On suppose qu’elles définissent des distributions à valeurs dans 
E et F. Soit 0 une application bilinéaire séparément continue 
de E X F dans un espace G localement convexe séparé quasi- 
complet. On suppose en outre que la fonction 0(S(a—2), T()), 
ou la fonction 0(S(2), T(x—)), est scalairement intégrable en t, 
pour presque toutes les valeurs de x, et que son intégrale, fonction 
de x définie presque partout à valeurs dans G'* muni de la topo- 
logie o(G'*, G’), est scalairement localement intégrable; les deux 
fonctions considérées ont alors cette même propriété, et leurs 
intégrales coincident. On suppose ensuite que la fonction de 
deux variables 0(S(E)T(n)) est scalairement intégrable sur toute 


bande = +1,¢K, K compact de R’. 


> = Ps = 
Alors S+, T est une fonction, définie pour presque toutes les 
valeurs de x par la formule 


(II, 7; 24) (ST) = fu 08 (x —1), Tie) de 


dans l’un quelconque des cas suivants : 


A) 8: T a un sens en vertu de la proposition 34; H a la 
propriété d’approximation par troncature et régularisation; 


$< "(E); § est continue. 

B) S«,T a un sens en vertu de la proposition 38; Ka la 
propriété d’approximation par troncature et régularisation; wl 
existe un ensemble saturé © de parties bornées complétantes 


de F tel que: a) T soit dans #/(F ; G); b) pour tout compact K 
de R*, on puisse trouver une partie disquée Be © pour laquelle 
Te Li(Fx); c) 9 soit G-hypocontinue. 

B’) S.,T a un sens en vertu de la proposition 38; & a la 


propriété d’ approximation équicontinue par troncature et régu- 
larisation; il existe un ensemble saturé © de parties bornées de 


E tel que: a) $ e AL(Ee); b) Te®(F); c) 0 soit S-hypocontinue. 
C) 8, T a un sens d’après la proposition 39; il existe un 
ensemble saturé G de parties bornées de F tel que: a) Pour tout 


180 LAURENT SCHWARTZ 


compact K de R", on puisse trouver une partie disquée Be © 
pour laquelle Te Lk(F x); b) 0 soit G-hypocontinue. 

C’) S«,T existe au sens de la proposition 39; il existe un ensemble 
saturé © de parties bornées complétantes de F tel que : a) Te D' (Fg) 
b) Se%(E); c) 0 soit G-hypocontinue. 

C", C"' respectivement obtenues par symétrie à partir de 
C, C’, en changeant les rôles de $ et ge E et F. 


Notation fonctionnelle du produit de convolution. 
Soient $ e D'(E), Te ®'(F), des distributions sur R*. On peut 


. a PR A A A 
conventionnellement donner un sens a S(%—t) @ @, T(t); 
on le définit comme identique, pour le changement de variables 


x—t=,t=y, à la distribution Se ® ®, T,. 
On peut alors se demander, dans les cas étudiés aux proposi- 
. Rat . 9° , . 
tions 34, 38, 39, si S x T coincide avec l’intégrale partielle en t du 
. . . , . À F4 ry > 
produit ainsi défini : a-t-on (S+, T)(z) = 7 (S(¢—t) @®, T (t))dt? 
Nous devons d’abord voir si le second membre a un sens, 
es rw < > = 
c’est-à-dire si S(& —#) ® ®, T(t) est partiellement sommable 
en ¢ (chapitre 1, § 5). D’après ce que nous avons vu au 
chapitre 1, page 131, 2°, nous devons chercher si, pour toute 


pe D,, (S(a — t) ® ®, T(£)) -¢(x) est dans (%,); s’il en est 
. . jc. eae A A . 

ainsi, S(2 —{) ® @, T(#) sera bien sou ares sommable 

en {, et on aura 


(II, 7; 22) "Es eae ae ieee 
= f(x —0 @ @, T(0)-e(x)]dt. 
Mais, d’aprés la définition méme de S(@—2) ® ®, ri par 


changement de variables, et d’aprés la régle de Fubini énoncée 
à la proposition 33, on a, pour toute 4 e D: 


i eee Caen 
a (Se ® @,T,). $(E + 1) b(n) =f. [Yn Xe * $f E+n))], 
le produit scalaire 1 du dernier membre résultant de l’appli- 


re de la proposition 10 à (4) (Se. HE +f) © Dy E; 6), 
edD'(F 
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My< 


Mais S:-o(E + ÿ) n’est autre que ( : xo) (7) formule (I, 3; 12)); 
alors le produit multiplicatif LES * o)T |, a un sens d’après le 
corollaire 1 de la proposition 32, cas 2, avec KE 2) e&(E), loca- 
lement §,-bornée, Te ®'(F), et on a précisément (formule 
Dir 11) 

(H, 7; 24) [(S-e) hey =. (yee), 


le dernier membre étant relatif a 4(S«¢) DE; B,) et 
Te9'(F). Alors (II, 7; 23) et (II, 7; 24) donnent 
(S(e—1) @ @, T(t) -¢() 4() =[(S*e) Fly, de sorte que 
l’on a 


(II, 7; 25) (S(e—t)@ @,T())-¢(z) =[(S+e) FT]. 


® 
Nous devons done voir si [($+e) TL}: est dans M; et s’il en 
est ainsi, S(a —t)® ®, T(?) sera partiellement sommable en ¢, 
et l’on aura, d’après (II, 7; 22) et (II, 7; 25): 
(II, 7; 26) [ f,.(Se—1) © , Fie)) dt] -¢(2) = fool (See) | ar, 
A) Supposons d’abord que S et T vérifient les conditions 


de la proposition 39. Alors So et T ont des supports d’inter- 
section compacte; leur produit multiplicatif a donc un support 
compact (corollaire 1 de la proposition 32), donc est bien 
sommable; en outre, si «e® égale à 1 sur un voisinage de 


l'intersection des supports de Sxo et de T, (on a, d’aprés 
(II, 5; 12) | (So) I, = at Sol. =[(a(S«¢) FI, avec 
(8e) DE; 8) Te9(F). Done S¢—i)@e,T() est 
partiellement sommable en t, et on a (II, 7; 26), pour ge9; 


par ailleurs on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition 
32, avec À, = H, = lb, = H', £,= 6, et on aura 


at, 7; 27) Srl (2(See) Fl. ae= (a(S-e)) 1, 
le dernier produit scalaire étant celui de la proposition 10 relatif 
a a($+5) eD(E;. fi); TeD(F), ou encore le produit scalaire 
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(So) -T de la remarque qui suit la proposition 20, avec 
SxceëlE) localement f,-bornée, Ted(F), l'intersection des 
supports étant compacte; et ce dernier n’est autre que le 
produit scalaire (S«,T)+¢, où S«,T est défini d’après la 
proposition 39 (formule (II, 7; 9)). On a donc, dans les 
conditions de la proposition 39: 


(II, 7; 29)(') fy (S(@—#) @ @, T) de 
— (S+,T)(#) e 9'(E 8, F). 
B) Supposons maintenant que l’on se trouve dans les condi- 
tions de la proposition 38. Supposons d’autre part qu’il existe 
des espaces M,, £,, tels que 4, À, {,, M,, vérifient les conditions 
d'application de la proposition 32, que %,c4,, avec une 
topologie plus fine que la topologie induite, et que Ss geM,(E). 
On a donc, d’après le corollaire 2 de la proposition 32: 


(II, 7; 30) ful (S+¢) FI. = (See). Te (CAD .e 

le premier membre étant l'intégrale sur R" du produit multi- 
plicatif de So eM,(E), Te JF ; 6), défini par la proposition 32 
à partir des espaces 96, A, {,, M,, le deuxième étant le produit 
scalaire de Sas e A(E), Te 46,(F; 6), défini par la proposition 
10; le produit de convolution S«,T du troisième membre est 
celui de Se M(E), Te #/(F; B,), défini par la proposition 38 
à partir des espaces 46, À, %, M. En particulier LES oiTL 
défini par la proposition 32 est sommable. 


Examinons ce produit d’un peu plus près. Pour bLeDce, 
on a: 


(I, 7; 31) [(S+9) They = (See) vf 
avec (Sx) Ye K(E), T eH (F; 8,), le produit scalaire étant 
celui de la proposition 10. 

Mais on a aussi (Sec) be D(E), Te D'(F; B,); et le produit 


scalaire qu’ils définissent de cette maniére est le méme (propo- 
sition 20); et ce produit scalaire est encore celui qui est défini 


(?) Par suite d’un oubli, il n’y a pas de formule (II, 7; 28). 
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par (Se) de DE; 6), Te D'(F) (page 97). Mais alors le second 
membre de (II, 7; 31) est égal au premier, défini par le corollaire 
1 de la proposition 32, cas 2, avec interversion des réles de E 
et F, pour S«o e8(E) localement §,-bornée, T <9'(F); cela 
prouve done que le produit [ (So) FI, défini par la proposi- 
tion 32, a partir de Seo e 1t,(E), Te JF ; B,), et des espaces 
H, HK, £,, M,, est le même que le produit correspondant défini 


au corollaire 1 de la proposition 32, à partir de Sxceë(E) 
localement $,-bornée, T e ®'(F); donc ce dernier produit est 
sommable sur R". Mais c’est ce dernier produit qui intervient 
dans (II, 7; 26); donc, dans les conditions où nous nous sommes 
placés, S(z — i) ® @, T(2) sera partiellement sommable en ¢, 
et alors (II, 7; 26) et (II, 7; 30) redonnent (II, 7; 29). 

C) Supposons maintenant que 4, KH, soient des espaces 
de distributions normaux (quasi-complets); on suppose que A 
vérifie les conditions énoncées dans la proposition 4. Suppo- 
sons qu’il existe une convolution de 46 x KH dans 9%, hypo- 
continue par rapport aux parties compactes. 

La proposition 34 (où l’on inverse les rôles de 4 et H) 
permet alors de définir $+ TeD(E @,F), pour Se 4#(E), 
T <K(F). Si en outre % a la propriété d’approximation, 
(II, 7; 3) donne (S,T)-o= Bae le produit scalaire 
étant celui de la proposition 4, avec S*o eK'(E), T <K(F). 

Supposons maintenant qu'il existe une multiplication de 
%xK dans Dt, hypocontinue par rapport aux parties 
compactes. Alors, d’après la proposition 31 (formule (II, 5; 7)]: 
fit (Seo) |, os (Sx) ..T; le produit multiplicatif [(S« o)T |x 
est en particulier sommable sur R". Mais on a aussi So e &(E); 
si À donc À’ (proposition 4 des préliminaires) a la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation, le produit 
[($.)F], défini à partir de SegeH(E), Te K(F), est le 
méme que celui qui est défini à partir de Sxo « &(E), 
Ted (F) (voir remarque 1° page 122). Donc ce dernier pro- 
duit multiplicatif est sommable. a 
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Mais ce produit est aussi celui qui est défini par le corollaire 4 
de la proposition 32, avec Se e &(E) localement 6,-bornée, 
Te d'(F) (1 remplacé par +) (puisque les propositions 25 et 32, 
si elles sont toutes deux applicables, donnent le même résultat); 
et c’est celui qui intervient dans (II, 7; 26) (où t est remplacé 
par x). Donc finalement S(4—1?) ®@ ®,, T(t) est partiellement 


sommable en t, et son intégrale en t est (S ky T)(2) défini par 
la proposition 34; on a encore (II, 7; 29), où + est remplacé 
par 7. 

On a donc la proposition suivante : 


Proposition 41. — Soient E, F, des espaces localement convexes 
séparés, non nécessairement quasi-complets. Soient Se D'(E), 
T e 9'(F); on peut toujours définir S(z —{) ® @, T(t) ed, (E8,F). 
Cette distribution est partiellement sommable en t, et on a 


(II, 7; 29) f,,(S(@—#) ® @, T(t)) dt = (S«, T)(4), 


dans l’un quelconque des cas suivants : 

A) 8. T a un sens d’après la proposition 39; 

B) S« T a un sens d'après la proposition 38, relative à 4 
espaces 46, À, £, M; ul existe des espaces %,, M,, tels qu’on 
puisse définir un produit multiplicatif d’après la proposition 32, 
relative aux 4 espaces 46, K, £,, M,; B, est contenu dans 4,, 
avec une topologie plus fine que la topologie induite; toute o e D 
est un opérateur de convolution de dans M. 

D? autre part S(é —?t)®®, T() est partiellement sommable en t, 
et on a (II, 7; 29), owt est remplacé par +, dans le cas suivant: 

C) 4, À, sont des espaces de distributions normaux (quasi- 
complets); 4 a la propriété d’approximation; K a la propriété 
d’approximation par troncature et régularisation, la topologie +, 
ul est nucléaire, son dual fort est quasi-complet et nucléaire; 
ul existe une convolution de  X K dans 9’, et une multiplica- 
tion de K X H' dans Dis, hypocontinues par rapport aux parties 
compactes; on a $ e #(E), T <K(F), et Sx, T est défint par la 
proposition 34 (où les rôles de À et # sont inversés). 


ExempLes. — On se trouve dans la condition B pour 
Ses(E), TeD(F; fi) (MR D, M=8', M, = 9, 
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ap = 6), Jou; Sel} Teg {F318;) (avec: d= N= 1 = J, 
L + d / . { (Ê 19 . . 

M = OG, M, = I; L, = Ow) (‘). On se trouve dans la condition C 
avec Se&(F), Te 9'(E), ou Se O((E), Te S’(F). 


Remarques. — 1° Si la condition B ou la condition C est 


réalisée, le produit de convolution ne dépend que de S et T, 
et non des espaces de distributions qui sont intervenus, puis- 
qu’il en est ainsi du premier membre de (II, 7; 29). 

2° Contrairement à ce qui se passe pour la proposition 40, 


= _ 2 A A à CA 

il y a dissymétrie entre les rôles de S et de T dans la propo- 

Re Stee thee pa | 

sition 41. Si S(#—?) ® ®, T(é) est partiellement sommable 
. . 3° . À = “a a A # 

en t, rien ne dit qu’il en soit de même pour S(?) ® @, T(z — ¢); 

et même s’il en est ainsi, rien ne dit que les intégrales en ¢ 

soient les mêmes. 


Multiplication, convolution, transformations de Fourier et Laplace. 


Proposition 42. — Soient $ e 0x(E), Te SF), oe S(E), 
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a la formule de 
Parseval : 


UI, 7; 32) Ste (avec = (91) ), 


et la formule de transformation de la multiplication en convolu- 
tion : 


(II, 7; 33) 5((ST),) = IS«, FT, 


les produits scalaires étant pris au sens de la proposition 4, le 
produit multiplicatif au sens de la proposition 25, le produit 
de convolution au sens de la proposition 34. 

On démontrerait facilement cette proposition par transport 
de structure; mais autant vaut dire simplement que les deux 
membres de la première (resp. seconde) égalité définissent des 
applications bilinéaires séparément continues sur Ÿ(E) X SF) 
(resp. Ou(E) X S'(F)), et coincident sur (f@ E) x (4 ® F) 
(resp. (On ® E) X (@ F)), done partout. 


(‘) Tous ces espaces sont bien normaux, et ont les propriétés d’approximation 
requises dans la proposition 10 parce que nucléaires (voir note (1), page 58). $ est 
bornologique comme espace de Fréchet; Oy est bornologique d’après GROTHENDIECK 
[5], $ 4, n° 4, théorème 16, page 131. 
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Proposition 42 bis. — SoientS e Oy(E), T e 9/(F; 6,), 9 e §(E) 
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a (II, 7; 32 et 33), 
où x est remplacé par 1, les produits scalaires étant pris au sens 
de la proposition 10, GC produit multiplicatif au sens de la pro- 
position 32 (corollaire 1, cas 4), le produit de convolution au 
sens de la proposition 38 (exemple 2°, page 162). 

L’opération # est en effet un automorphisme de l’espace 
K—3%—9, transformant l'identité A=I en elle-même. 
Par transport de structure, il transforme donc l’application 
bilinéaire de la proposition 10 en elle-même. Mais pour faire 
ce transport de structure, on doit transformer %#;— 4 en 
lui-même par l'opération contragrédiente ‘%~* de #; mais on 
sait que ‘3 ‘ — 3 (d’après la formule de Parseval dans le 
cas scalaire: ‘%#'T-g=T-F%'‘*p>=T-Fo=—ST-g, ce qui 
démontre (II, 7; 33) (x remplacé par t)). On en déduit alors 
(II, 7; 33) (x remplacé par +), par: 


(Il, 7; 34) 9[(ST),]-¢ = (ST), -%¢ = $(59).T 
= 5(S(Fe)) +, (FT) = ee ae: = 


pour ef (en appliquant les résultats du chapitre 1, page 73). 


Proposition 43 ('). — Soit lun ensemble ouvert convexe 
du dual &" de Ms 4 ean X". On peut définir une 


convolution de (J'([))(E) x (9(L))(F) dans S'(T)(E 8. F), hypo- 
continue par rapport aux tte bornées. Si Â e(9(T ))(E) 


Be (S(L))(F), et a(p) et B(p) sont leurs images de Laplace, pour 
pel +i", alors l’image de Laplace de A», B est ap) ®,. B(p). 

On ae y tenté de définir directement la convolution 
de (S'(L )) (E Res (EAU )) (F) dans (5’(I’)) (E 6; F), en appliquant 
la proposition 3 à l'opération u de convolution de ¥’(I’) x ¥’([) 
dans J’(1’). Mais alors il faudrait d’abord montrer que ¥’([’) 
est nucléaire, ce qui est aisé, mais aussi de dual nucléaire, ce 
qui l’est moins. 

Procédons donc autrement. Choisissons une fois pour toutes 


() Voir Scawanrrz [3]. Pour simplifier, nous noterons par Ex le produit scalaire de 
fed" et de reX", 


Seer 4 : 
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pel + 12". Alors, pour Se (s'(P)) (E), Te (#'([)) (F), on peut 
définir Sx,T par 


(II, 7; 35) S+,T =exp(p,é)[(exp(—p,4)S)«,(exp(—p,4)T)], 


avec exp (— pt) Se OG(E), exp (— pt) Te Oc(F), par la 
proposition 34 relative à la convolution de Og X ® dans #. 
L’application bilinéaire (S, T) ST ainsi définie, de 
(d'(P))(E) x (#'(P))(F) dans (SCLES ))(E&,F), est hypocontinue 
par rapport aux parties bornées. Mais J’([’) est trivialement 
normal et a la propriété d’approximation par troncature et 
régularisation [car il en est ainsi de J’. Pour la propriété 
d’approximation par régularisation, on remarquera que 
exp (— EX) (0, « U) = exp (— £2) 0, «exp (— &4) U, pour Ue S(L’), 
Ee ['; et exp(—£2) 0,(@) a des propriétés analogues à celles de p,], 
donc il a la propriété d’approximation (préliminaires, proposition 
3). Alors la convolution précédente de (#([))(E) x (S(L’)) (F) 
dans %'(E 8, F) est entièrement connue quand elle l’est sur 
le sous-espace (4’([") ® E) x (4'([) ® F); mais sur ce sous-espace 
l'opération est indépendante du point p, choisi dans [' + 73", 
donc il en est de même de l’opération sur l’espace entier. De 
plus, on voit même qu’elle est hypocontinue par rapport aux 
parties bornées, de (9'(L'))(E) x(#'(L))(F) dans (9'({£}))(E 8: F), 
quel que soit el, donc elle—est hypocontinue par 
rapport aux parties bornées, de (4([)) (E) x (#'(P))(F) dans 
(3 (L))(E8-F), et c’est la seule application bilinéaire séparément 
continue qui, pour AeJ’(['), BeS"'(l'), eck, feF, vérifie 
Ae», Bf = (A*B)e @ f. 

Quant a la transformation de la convolution en multipli- 
cation, elle est évidente; la valeur en P_ de l’image de Laplace 
de Ax,B et le produit a(p) ®, B(p) définissent, pour 

) fixé, des applications. bilinéaires séparément continues de 
(9'([)) (E) x (S(T))(F) dans E@,F, qui coincident sur 
(g'([) @ E) x (#'([) @ F), donc partout. 

Cororzaire. — Soit n—1. Soit a un nombre réel, et 
soient À espaces des distributions appartenant respectivement 
à (£'(a))(E)cD,(E) et (2'(a))(F) ¢ Di (F). Alors leur produit 
de convolution x appartient à (£'(a))(E 8-F), et son image de 
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Laplace est le produit multiplicatif des images de Laplace 
a(p) et B(p ) de A et B. 

On a vu au chapitre 1, page 78, que, si [, est le convexe 
>a, T(a) est Pintersection de # (F, ) et de 9’, espace des dis- 
tributions à support limité à gauche. La convolution de 
&'(a) X #(a) dans £(a) est alors indifféremment la restriction 


de la convolution de J’ (Ê,) X gD, ) dans gl), ou la restric- 
tion de la convolution de 4”, x ®’ dans 9’, car tous ces espaces 
ont la propriété d’approximation par troncature et régulari- 
sation; de même la convolution de (#{a))(E) x (£(a))(F) 
dans (#(a))(E@,F) est indifféremment la restriction de la 
convolution de (9'(T,))(E) x (9'(0,))(F) dans (9, ))(E 8, F), 
ou la restriction de la convolution de ®'(E) x og ‘(F) dans 
®' (E 8, F) (proposition 35). 

Le résultat relatif à la transformation de Laplace revient 


à appliquer la proposition 43 a ouvert convexe Le 


§ 8. Étude de trois contre-exemples. 


Premier contre-exemple. 

Soient à e DE), TeŸ(F). Nous pouvons calculer «+, T par 
la proposition 34; le résultat est un élément de &(E 8, F). 
Mais si nous essayons de remplacer x par t, y, ou 8, la propo- 


sition 34 n’est plus applicable. Si nous ne supposons pas à ou 
5 bornée, nous n’avons a notre disposition que le corollaire 
de la proposition 39, , qui, par exemple, nous montre seulement 


L > coe. 
que, si a e 9(E), ag T est un élément de D'(E 8, F), c’est-à-dire 
une distribution à valeurs dans E 8, F, non nécessairement 
une fonction. Nous allons montrer par un contre-exemple que 


aa, T peut en effet n’étre pas une fonction (mais son image 


a, dans DE 8, F) est toujours une fonction indéfiniment 
dérivable à valeurs dans E 8, F), de sorte qu’on ne peut 
plus parler ici de régularisation. 

Raisonnons pour simplifier sur le tore T* au lieu de R’. 
Prenons E = 9’, F = 9. 


La fonction ae D(9') est celle qui définit l’application 
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identique Le de 9’ dans %, la distribution Ted(d est 
celle qui définit la symétrie Lz: ~—y de ® dans ®. Appelons 
B la forme bilinéaire définissant la dualité entre E = et 
F = %; elle est hypocontinue, donc se prolonge en une forme 
linéaire continue B sur 9’ 3%, et pour montrer que 
a+; T e 9’(9’ SD) n’est pas une fonction, il suffit de montrer 


‘ nr, > > > } » É 
que son image Bla x, T) — ax, TeŸ n’est pas une fonction. 


On a, d’après (II, 7; 8): 
(II, 8: 1) (asT)-b = (a @sT,)-$E+n), Ye. 


Tout d’abord on a, pour ue, ve Ÿ,: 
(II, 8; 2) (a @sT,)-u() @ o(n) = B(La(u), La(v) 
—B(u, >) = |,. u(t) o(—2) dt. 


+8 a . . . . Pome 
Comme a; ®, T, est une distribution, donc une forme linéaire 
continue sur ®; ,, ce ne peut être que celle qui est définie par 


(II, 8; 3) (ae @sT,)-0(, 1) = fn Olt, —t) dt, 0er 


cas (II, 8; 2) et (II, 8; 3) coincident pour o(E, i) = u(£) ® v(x). 
Alors on aura, pour Pe: 


(II, 8; 4) (am). = fowh(t—#) d= YO) font = 4(0) 
d’où 

(II, 8; 5) aap T = SED, 
qui n’est pas une fonction. 


Prenons maintenant pour B la forme bilinéaire (5S, ¢) > D’S-9 
sur ®’ X D, qui est encore hypocontinue. Alors on trouvera 
SCT — Drie®. Donc, en faisant varier B, on obtiendra des 

id 4 , > rit 
distributions a*,T d’ordre arbitrairement élevé; donc a+gT 
est une distribution d’ordre infini à valeurs dans E 8, F. 

L LA = 

Par contre on voit bien ici que son image a, T dans d(D 8,9) 


> 


est une fonction indéfiniment dérivable. En effet a 89}; T, 
définit l'application Lz, @.f, : o(é, 4) —0€, —i) de %, dans 
_ De: Dn, donc a+, T est l'élément de D. (D Bz Dn) qui 
| définit l'application (a) ~ 4(Ë—ñ) de D. dans D Ox Dr. 
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C’est la distribution (à LE ye i), qui appartient bien a 
DD Sr Dr) = Do ® Dr @ Due 


Conséquence. — Nous avons défini à la proposition 4 l'élément 
> T LEE > a : : 
pe T, sans restriction sur qe : D(E) et Te(E). Au contraire, 


pour définir + n T, g Pie o ils nous avons dt, par exemple, 
supposer T bornée (proposition 10). Un tel type de restriction 


était inévitable. Sans aucune restriction, gu, Te! (E &: F) 
existe toujours si ® e Ÿ(E), mais ce nest pas une fonction, et 


toute tentative de définir op par oT = (ST) (0) est 


vouée à l’échec. 


Deuxiéme contre-exemple. 
Raisonnons encore sur le tore T”, au lieu de R’, pour sim- 
. à > 
plifier. Soient E et F des espaces de Banach. Soient « e D'(E), 
mn e 9°(F). On peut définir, avec la proposition 39, leur produit 
. RÉ = = . . 

de convolution «x, e D'(E &, F). Il est facile de voir que c’est 
une mesure. On pourrait appliquer en effet une proposition 
analogue à 38, mais s’appuyant sur la proposition 19 au lieu 
de la proposition 10, en prenant M—®D!, H— D", 46 — D}, 
=D, et en échangeant les rôles de E et F. L’injection 
de %® dans %° est intégrale (puisqu’elle se factorise en 
DLLD > D). 

Mais on peut définir autrement la précédente convolution. 

D > en ‘acs > . 

A partir de ae 9°, E, ne D8. F, on peut définir (propo- 
. . Je = L . 
sition 2) Du nE (D° 8.2) 8.(E 8, F). L'application [, , 
est continue. Par ailleurs la convolution x de 9° x 9! dans 
D est e-continue [en effet on peut la factoriser comme suit. On a 
la suite d’applications continues D° x Di° > 9 8. D2 + Di B,D, 
parce que D°*—+L* + L'— 9,° est intégrale [pre position 16). 
Mais la convolution de 9%,° x ®° dans 9/° est continue: 
car, si v converge vers 0 dans 9°, )«@ converge vers 0 dans pe 
uniformément lorsque ¢ parcourt un compact de 9°; lots, 
si À converge vers 0 dans 9,°, (Axv)-¢=A-+(¥*¢) convergera 
vers 0, la forme bilinéaire définissant la dualité étant continue 
sur 9, f X 9°; alors A*v convergera bien vers 0 dans D. Donc 
la convolution + se prolonge en une application linéaire conti- 
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É 106 1/0 5 . . . 
nue # de 9,° 8, 9D) dans D. Ona donc la suite d’applications 
linéaires continues : 


aN) 10 T\/ ( $ = * 
DO x DP —> Di? x Di —> Di D D —> D, 


=e @? 3 du een 


es 


+ 

d’où l’on retiendra seulement que la convolution + se factorise 
no y rpg po? « et 

en D° x Di > pe. qe? |, Alors (* ® 1) Le (a, a) est un 


élément de D'(E 8, F). L'application (*@ I)l., est continue 
de 9°(E) x D°(F) dans 9°(E 8,F), et coincide avec la convo- 
lution sur (9° @ E) x (2° @ F), donc partout. Ceci nous montre 
que la convolution précédente est même continue. Elle est enfin 
la restriction de la convolution de D'(E)x®'(F) dans D'(E &,F), 
définie par le même procédé ou par la proposition 34 ou 39. 

On pourrait naivement s’attendre à ce que ax; fr fit même 
une fonction continue, pour a e dE), ue D°(F), comme c’est 
le cas si E et F sont de dimension finie. Il n’en est rien (2° et 
9° ne sont pas nucléaires, on ne peut pas leur appliquer la 
proposition 34). 

En fait nous avons vu page 167 que, si ae ME), we D(F), 
alors a*; west une fonction continue (F étant un espace de 


Banach, T est sûrement bornée). Nous allons montrer que 
ce résultat ne peut pas être très amélioré. Nous allons donner 
un exemple explicite pour E, F, a, B., avec à e D*(E), Lee) 
où Pa ne pourra être une fonction scalairement intégrable à 
valeurs dans E @,F que si l’injection naturelle pr+t D est 
nucléaire ; au ne sera donc sûrement pas, dans cet exemple, 
une fonction scalairement intégrable, si k<n— 2, ou 
même sik=n—1—0 pour n= 1, d’après la remarque de 
la page 112. Le problème restera donc ouvert seulement pour 
ae '(E), n> 1 ('). 

Soit E= D+! = D**', F = oD. 

Prenons pour a e D*(9’***) la fonction qui définit l’injection 
canonique Lz de DX dans D;**'; cet opérateur est bien 

(2) Nous avons vu, à la proposition 23 bis, que l'injection de Dgt"*! dans De 
était nucléaire. Il est bien évident que, sur un tore, il n’y a pas de problèmes de 


supports, et que l'injection de Dent" *! dans Orn est nucléaire. Nous laissons au léc- 
teur le soin d’opérer partout ici ce genre de modifications. 
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continu, comme transposé de l'identité, opérateur compact de 
+1 dans 2 (‘). En tant que noyau, appartenant à Ÿ,(), 
a n’est autre que (? — Ë). Prenons pour ue (D) la distri- 
bution qui définit l'opérateur identique Lz de ®° dans %”. 
En tant que noyau, appartenant à %(®:), & n’est autre 
encore que 6(%— 7). 

Alors ae ® ®,, Un définit l'application linéaire continue 
Lz.g,%, de Dz, dans D*"' 8, D5, qui coincide, sur Ÿ@ ,, 
avec l’application identique. Comme 4° a la propriété d’appro- 
ximation, ®/**! @,° est un sous-espace de D"! 8, D° (avec 
une topologie plus fine) (*), et on a les injections canoniques 
Den = De Br Dy (*) € De*** Sr Dy  De*** 8. Dy De ©, D = De, 
et Lzg_%, n’est autre que la première de ces injections, 
Dr > DE"! Or Dy. La formule (IT, 7; 8) qui définit la convolu- 
tion montre alors que «+, 14 est la distribution de 9,(D;*** @, Dy) 
telle que 


(II, 8; 6) 
(aent)o-$(a) = (E+ Pen" SM, et même e%,,. 


L L L > = r . . 
Supposons cette distribution (a en Us) définie par une fonction 
> A L L_} a ry abe — 
{ (&), scalairement intégrable sur T” à valeurs dans 9;*~'®, D>. 


Or, si on prend l’image J (a ke à de (a * u.) par l'injection 
canonique J de D;**'®, 9, dans 9; ,, on obtient la distribution 


de D(Din): d(£) — U(E +); si axe Le est une fonction i, 
cette distribution sera définie par la fonction (Jof)(2), scalai- 
rement intégrable sur T” à valeurs dans ; ,. Or elle est effec- 


tivement définie par la fonction geD,(D, 9): 


(II, 8; 7) g(x) = &(x—£—4), 


(') Soient L et M des espaces vectoriels localement convexes. Si u est une application 
linéaire continue de L dans M, transformant toute partie bornée en une partie d’enve- 
loppe compacte, ‘u est continue de M! dans Lj, en vertu de la formule ‘u((u(B))”) c B®, 
appliquée à toute partie bornée B de L (B® est un voisinage de 0 de L/, (u(B))° un 
voisinage de 0 de M!). 

(?) GrornenDiecx [4],§5,n°1, proposition 35, B,; rappelons que B(F’, E’) admet Fe E 
comme sous-espace, et qu’en réalité il s’agit de l’application linéaire canonique 
de F @~ E dans Fe E ou même F @, E. Voir aussi Scuwarrz [2], exposé 14, théo- 
réme 3, Bs. 

(?) Nous avons vu que 8: G+ 8, = 8x, (chapitre 1, proposition 28), et, sur un 
tore, 8 = 9. 
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car on a bien (d’après le chapitre 1, page 106): 
(II, 8; 8) [mx Ë—ñ)p(x) dr = Y(E + 4) € 9, 


Alors g et Jef. définissent la même distribution en x à 
valeurs dans DY. 13 comme le dual %;, de D, est séparable, 
g(x) = (Je f)(x) pour presque toutes les valeurs de x(‘). Cela 
prouve que s(x —F —ÿ) D:,1 devra appartenir à D,**' @, DY 
pour presque toutes les ee de x. 

Soit z,<¢T" un point tel que a(a, —Ë —4) e He*** .@ Die 
L'opération, définie par ce noyau, de Df! dans 9° est 


DCE) > Jn (x, —E— 4) O(E)aE = O(a, — À); 
cette opération devra étre nucléaire, puisque 
(ty — É — 1) e DAS, D. 


En composant l’opération précédente avec l’opération continue 
O(a, — ñ) — 6(4) de ;, dans lui-même, on en déduira bien que 
Pinjection canonique de *** dans D est nucléaire, ce qui prouve 
notre affirmation du début: pour k = n— 2, n> 1, ou pour 
k=n—1=0, n=1, nous avons donné un exemple, où 
ae d(E), mn e D°(F), et où a+ u n’est pas une fonction. 

Toute tentative, dans ce cas, pour définir le produit scalaire 
Ge (ES,F), ÿeE), Te OF), par 848 = (9x2) (0) 
est donc vouée à l’échec, puisque le second membre n’a pas 
de sens. Voilà donc un cas où on ne peut sûrement pas défi- 


s 4 , > > > > 
nir un produit scalaire « raisonnable » (9, LL) — ® x {4 Sur 
D(E) x D2 (F) ou même sur d(E) x D?(F). ee 

Au contraire, comme nous l’avons vu en passant, Jax, u) 
est une fonction indéfiniment dérivable s(a—£—%4), a valeurs 
dans D, = D; ®, D;. Mais ici il ny avait aucune difficulté, 

<4 LL L . 4 1 
car Ja, considérée comme distribution à valeurs dans %;, est 
une fonction indéfiniment dérivable, donc la proposition 34 
montrait bien que Ja+, Ju est une fonction indéfiniment déri- 
vable. Dans ce cas la formule (II, 7; bis) était valable. 


(1 Voici chapitre 1, remarque 2°, page 66. 
13 
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Troisième contre-exemple. 
Plagons-nous toujours sur le tore T”. Soient E et F des 


espaces de Banach, u. et y des mesures sur T" à valeurs dans 
E et F respectivement : ue 9.°(E), ye D°(F). On sait alors que 


Ub y est dans D"(E &, F). C’est en effet ce qui indique la pro- 
position 38, exemple 4° page 163 (F étant un espace de Banach. 


> . , ( bee 
T est bien bornée). En outre, si nm converge vers 0 dans DE), 
et si y reste dans une partie bornée de 9,°(F), U.K, y converge 


vers 0; mais par suite de la symétrie des rôles de mn et y (les 
deux produits de convolution qu’on peut définir en échangeant 


les rôles de rs et y coincident, parce qu’ils sont tous deux la 
restriction de la convolution de D'(E)  9'(F) dans D'(E ®, F), 
définie par la proposition 34 ou 39), on en déduit que la convo- 
lution de ®(E) x D°(F) dans DE @, F) est hypocontinue 
par rapport aux parties bornées. 

Peut-on remplacer ici n par k < n? Nous l’ignorons. Mais 
nous allons montrer qu’on ne peut strement pas le remplacer 
par 0; le produit de convolution de 2 mesures a valeurs dans E 
et F respectivement n’est pas nécessairement une mesure 
à valeurs dans E ®, F. Plus précisément, soient E = 9°, 
ue D°(9) la mesure telle que Lz soit l’application identique 
de ®°; et soient F = 9°, ve D2(0") la mesure telle que L, 
soit la symétrie * de 9° dens lui-méme. Nous allons montrer 
que, si Dar V est dans D'(E 8, F), alors toute distribution S, 
telle que la convolution {S f opère continuement de ny 
dans ®%° est d’ordre < k. 

LR PET nous ne connaissons pas l’ordre maxi- 
mum ky de telles distributions S : on a sûrement k > kw. Pour 


4 ve 4 : 
n= 1,la convolution avec yp cotg — opère continuement de L* 
x 


dans L*, donc à fortiori de ®° dans 4°, or cette distribution 
est d’ordre 1 et non d’ordre 0; donc, pour n = 1, k = 0 est 
impossible, et comme k= 1 est possible, le problème est 
complètement résolu pour la dimension 1. Pour la dimension n, 


i 
pel ETS dd cotg 8 “= © PD See 
1 s 2 x 


n 


; ; ; 
nest pas non plus d’ordre 0, mais nous ignorons son ordre 
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effectif k,; on peut montrer aisément que k, << [+] + 1 
(car les coeflicients de Fourier de S sont bornés, donc S est 


nus. ne ; 
somme de dérivées d’ordre < Ea + 1 de fonctions de L’, 


— 


n ; 
done d’ordre < Ei + 1) ce qui ne nous dit pas grand’chose; 
quoiqu'il en soit, on a sûrement k >k,. On peut former (') une 


distribution S d’ordre effectif k, = Ë =|: dont les coeffi- 


cients de Fourier sont bornés, et telle par conséquent que St 
opère continuement de L* dans L’*, et par suite à fortiori de ®° 
n — 1 
2 


il 


dans );°; on a donc sûrement k>k =| 
très loin de n. 
Démontrons donc notre assertion. Nous avons vu, au 


| ce qui est 


1€T contre-exemple, que u x. v, en tant que distribution à valeurs 
dans D; 8, D, est Ô(& — Ê “he ÿ). Elle est une fonction indé- 


finiment dérivable de x à valeurs dans \);,,, donc à fortiori 
distribution d’ordre <k, et sa valeur pour 9(%) <9" est 
o(£—%) <Q, ,. Il s’agit done de savoir s’il est possible que, 
pour toute oe)", o(£—¥) soit dans Dz ®, M e (*) De @, Dy € Den 

Mais, en tant que noyau, g(Ë—$) définit l'opération de convo- 
lution avec 2; si o(£— 5) e D: 8, Dy, cette opération doit être 

. > a — 

nucléaire de 9;° dans 9°. Done, si +, ye D'(E 8, F), la convo- 
lution {¢{ doit être nucléaire de 9,’ dans \’, pour toute ¢ e D". 
Soit alors S une distribution telle que la convolution {S} 
soit continue de ®° dans 9;°; alors la convolution {S*9}: 


(1) Soit en effet + une mesure > 0 répartie de manière homogène sur la surface 


d’une sphère de R", de centre 0. On sait (voir Scuwarrz [8]) que ve image de 


— à 12: 
Fourier est bornée, à l’infini, par une quantité de l’ordre de a . Donc toute 


dérivée DPt, |p| <<” = » est une distribution d’ordre exactement |p|, d’image de 


Fourier bornée; la périodifiée DP? de D?t, de période 1 par rapport à toutes les 
coordonnées (c’est-a-dire la somme de toute les translatées de translations entiéres), 
définit une distribution d’ordre |p| sur le tore, dont les coefficients de Fourier 


sont bornés. 8 
(?) Rappelons que cette relation d’inclusion résulte, par exemple, de ce que 


a la propriété d’approximation (voir note (*), page 88). 
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go Fh quel > sera nucléaire; d’ après la ay ae 23, 
S*g devra être une fonction continue. S est donc une dis- 
tribution telle que, pour toute 9 e 1", Sxœ soit une fonction 
continue: S est donc d’ordre <k ('). Nous avons donc bien 
montré que, si w+, ve DE ®, F), toute distribution 5 telle 
que {S} opère continuement de ®° dans ¥;", est d’ordre <k. 


(‘) Scuwartz [5], chapitre vi, § 7, remarque 1°, page 49. i 
: 
| 
: 
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INDEX TERMINOLOGIQUE 


Nous écrivons : page 79 (I), ou page 75 (II), selon qu'il s'agit de la page 75 du 
chapitre 1 ou du chapitre 1. 


Convexité. 

Un ensemble convexe d'un espace vectoriel sur le corps des réels ou des 
complexes est un ensemble qui, toutes les fois qu’il contient deux points, 
contient le segment qui les joint (Boursaki [1], chapitre 11, § 1, n° 1 page 42). 

Un espace vectoriel topologique sur le corps des réels ou des complexes 
est dit localement convexe, s’il a un système fondamental de voisinages de 0 
convexes (Boursakr |1], chapitre 11, 2, n° 1, page 57); sa topologie est alors 
définie par une famille de semi-normes (Boursakt [1], chapitre 11, §5 
page 95) 

Un ensemble équilibré d'un espace vectoriel sur un corps valué K, est un 
ensemble qui, toutes les fois qu’il contient un élément x, contient tous les 
éléments Àr, Àe K, || <1 (Bourgaki [1], chap. 1, § 1, n° 3, définition 2, 
page 5). 

Un ensemble disqué d’un espace localement convexe est un ensemble con- 
vexe équilibré fermé. 

L’enveloppe convexe (resp. convexe équilibrée) d’une partie d’un espace 
vectoriel sur le corps des réels ou des complexes est la plus petite partie 
convexe (resp. convexe équilibrée) qui la contienne (BourBaxt [1], chap. 1, 
$ 1, n° 3, page 6; chap. 11, 1, n° 3, page 45). 

L’enveloppe d’une partie d’un espace localement convexe est la plus petite 
partie disquée qui la contienne. « Enveloppe » est donc une abréviation de 
«enveloppe disquée ». 

Soit À une partie d’un espace vectoriel E sur le corps des réels ou des 
complexes; supposons À convexe, équilibrée, absorbante (voir plus bas). 
On appelle jauge de A la semi-norme p définie par 


p(z) = Pa AN (Boursaki, chap. 11, § 5, n° 3, page 95). 


19) 
04, 


Ensembles de parties bornées d'un espace vectoriel localement convexe. 

Soient À et B deux parties d’un espace vectoriel E sur le corps des réels 
ou des complexes. On dit que A absorbe B, s’il existe un scalaire À tel que 
,A DB. Une partie de E est dite absorbante, si elle absorbe toute partie 
réduite à un point. Ww 

Une partie d’un espace localement convexe E est dite bornée si elle est 
absorbée par tout voisinage de 0 (BourBAKI [2], chap. m1, § 2, n° 1, déf. 1, 


page 4). 
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L’enveloppe d’une partie bornée est bornée. 

Un système fondamental G de parties bornées est un ensemble de parties 
bornées me que toute partie bornée de E soit contenue dans une partie appar- 
tenant a 

Un fs & de parties bornées est dit saturé, si, toutes les fois que À et B 
appartiennent à 6, il en est de même de AA, À sic labs ainsi que de a es 
les parties contenues dans A. de l’enveloppe de A, et de la réunion A uB, e 
si en outre toute partie réduite 4 un point appartient à ©. , 

Les À-parties (À = 1, y, 8, x, <), et les parties ¢-t-décomposables sont définies 
page 15 (ID. 


Adhérence stricte, parties strictement denses, parties quasi-fermées 
d’un espace localement convexe. 

Une partie A d’un espace localement convexe E est dite quasi-fermée, si 
tout point de E, adhérent à une partie bornée de A, appartient a A. L’adhé- 
rence stricte de A dans E est la plus petite partie quasi-fermée contenant A; 
un point de E est strictement adhérent à A, s’il appartient à son adhérence 
stricte; À est strictement dense dans E si son adhérence stricte est E. 

(Scuwartz [1], Introduction, pages 90, 92). 


Espaces complets, quasi-complets; parties complétantes. 

Un espace uniforme est complet, si tout filtre de Cauchy est convergent 
(Boursaxt [5], chap. 11, § 3, n° 1, déf. 4, page 147). 

Un espace localement convexe est quasi-complet si toute partie fermée 
bornée est complète. Pour les propriétés essentielles des espaces quasi-com- 
plets, voir Scawarrz [1], Introduction, pages 90, 92. 

Une partie A d’un espace localement convexe E est dite complétante, s’il 
existe une partie convexe équilibrée B > A, coupant toute droite issue de l’ori- 
gine suivant un segment fermé, et telle que l’espace normé E,, (espace vec- 
toriel normé engendré par B, et ayant B comme boule unité) soit complet. 
Toute partie contenue dans une partie complétante est complétante; l’enve- 
loppe convexe équilibrée d’une partie complétante est complétante (mais 
son adhérence ne l’est pas nécessairement). 

Toute partie A, bornée disquée compléte, est complétante, et méme E, est 
complet (Boursaxr [2], démonstration du lemme 1, chap. 11, § 3, n° 4, 
page 21). 

Si E est quasi-complet, toute partie bornée est complétante. 

Soit E localement convexe; si A est bornée disquée complétante, E, est 
complet (car soit B 3 A tel que E, soit complet; A est bornée disquée dane E, 
complet, donc E, est complet). Gette propriété ne subsiste pas nésédeaineriiont 
si A est geulerhemt convexe équilibrée bornée complétante. 

Soit À une partie bornée complétante de E. Parmi les parties B > A telles 
que E,, soit complet, il en existe au moins une B, qui soit contenue dans l’enve- 
loppe ds A. Si en effet A, est cette enveloppe, A, n B est disquée bornée dans 
E,, complet, done Faas est complet, et on peut peal B, = A, nB. 

‘Si A est une partie complétante de E, u une application bastion de E dans 
F telle que l’image par u de Tenveloppe de A soit bornée, alors u(A) est 
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complétante dans F. En effet soit B> A une partie contenue dans l'enveloppe 
de À, telle que E, soit complet. L’espace Fg) est exactement l’espace normé 
quotient de E,, par le noyau de la restriction de u à E, (comme u(B) est bornée, 
Fig) est séparé, donc le noyau est nécessairement fermé); donc Fy) est 
complet, et u(B), done u(A), est complétante. En particulier, l’image d’une 
partie complétante par une application linéaire continue (ou transformant 
toute partie bornée en une partie bornée) est complétante. On en déduit que, 
pour qu'une partie de E soit complétante, il faut et il suffit qu’elle soit contenue 
dans l’image de la boule unité d’un Banach par une application continue 
(c’est nécessaire, car si A est complétante et si B 3 A est telle que E, un soit 
Banach, A est contenue dans l’image de la boule unité de E, par E, > E; c’est 
suffisant d’aprés ce que nous venons de voir). 

Si G est un ensemble saturé de parties bornées de E, E est dit 6-quasi- 
complet (resp. G-complétant), si toute partie appartenant a & a une adhérence 


/ 


complète (resp. complétante). 


Applications linéaires continues et homomorphismes. 

Une application u de E dans F est injective, si l’image réciproque d’un point 
ne contient pas plus d’un point; épiective ou surjective si u(E) = F; bijective 
si elle est injective et épijective. 

Une application linéaire d’un espace vectoriel topologique E dans un espace 
vectoriel topologique F est un isomorphisme, si elle est bijective et si elle 
est un isomorphisme de la structure d’espace vectoriel topologique; elle est 


un monomorphisme, si elle est un isomorphisme de E sur u(E), un épimor- 
—4 
phisme si elle définit un isomorphisme de E/u(0) sur F; un homomorphisme, 
—1 
si elle définit un isomorphisme de E/w(0) sur u(E). 


Applications continues, hypocontinues ; bornées, compactes. 

Application bilinéaires @-G-hypocontinues : page SAME VE 

Applications bilinéaires )-continues (} = 1, y, B, 7, e): page 13 (IT). 

Applications multilinéaires e-hypocontinues : page 3 (I). 

Quand on écrit hypocontinue, sans autre précision, cela veut dire hypo- 
continue par rapport aux parties bornées. 

Une application linéaire u d’un espace localement convexe E dans un espace 
localement convexe F est dite bornée (resp. compacte), s’il existe un voisinage 
de 0 de E dont l’image par w soit bornée (resp. relativement compacte). 

Soit & un ensemble de parties bornées de F. Une application linéaire u de E 
dans F est G-bornée, s’il existe un voisinage de 0 de E dont l'image par u 
appartient à &. On définit de même les ensembles équibornés, G-équibornés, 
d'application linéaires de E dans F [page 83 (1)]. 

: 

Diverses topologies sur un espace localement convexe et son dual. Polarité. 

Soit E un espace localement convexe, E’ son dual. La topologie affaiblie 
o(E, E’), la topologie faible o(E’, E), sont définies dans Boursaxt [2], chap. 1v, 
§ 2, n° 1, page 63; la topologie + de Mackey est définie dans Bourpaki [2], 
chap. 1v, $ 2, n° 3, page 69; la topologie forte sur E’ est définie dans 
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Boursaxt [2], chap. rv, § 3, n° 4, page 85; la topologie y = (Ec) sur E est 


définie ici page 17 (I). ¥ en o 

Si AcE, son polaire A° est l’ensemble des ee E, tels que (e’, e) LA 
pour tout ee A. Le bipolaire A®% est (A0); c’est l'enveloppe de A pour la 
topologie o(E, E’) (Boursaxt [2], chap. 1v, § 1, n° 3, prop. 3, page 52). 


Limites inductives. 

Soit E un espace vectoriel, réunion d’une famille (E;);e, d'espaces localement 
convexes; on suppose que l’ensemble d’indices I est ordonné filtrant, et que, 
pour j >i, on a E,cE,, la topologie de E, étant plus fine que la topologie 
induite par Ej. La limite inductive des topologies des E; est la topologie loca- 
lement convexe la plus fine sur E, qui, sur chaque E;, induise une topologie 
moins fine que la sienne (Boursaxt [1] chap. 17, § 2, n° 4, page 61). On dit 
que E est limite inductive stricte des E;, si I est dénombrable et si, pour 7 > 1, 
la topologie de E; est identique à la topologie induite par Ej. 

On montre alors que la topologie limite inductive de E induit sur chaque 
E; sa propre topologie (Dizuponné-Scawarrz [1], proposition 2, page 68). 


Applications intégrales et nucléaires, espaces nucléaires. 

Application nucléaire de E dans F: Grotuenpiecx [4], § 3, n° 2, def. 
4.3. page 80; Scawarrz [2], exposé 12, déf. 2, page 4). 

Application intégrale de E dans F : GrorTHEnDIECK [4], § 4, n° 3, déf. 7.2, 
page 127; Scuwarrz [2], exposé 16, page 3). 

Application sous-nucléaire, sous-intégrale: page 54 (IT). 

Espaces nucléaires : GROTHENDIECK [5], § 2, n° 1, déf. 4, page 34; ScHwartz 
[2], exposé 17, page 2). 


Les produits tensoriels topologiques. 

Indépendamment des définitions données dans GrornenpiecKk [4] et 
Scuwartz [2], on trouvera ici, page 10 (Il), la définition de la topologie 
@e, G et des 5 topologies 1, y, 8, x, «, sur un produit tensoriel. 

Parties o-x-décomposables d’un produit tensoriel complété : page 15 (II). 


Tonneaux, espaces tonnelés. 

Un tonneau d’un espace localement convexe est un ensemble disqué absor- 
bant; un espace localement convexe est tonnelé, si tout tonneau est un voisi- 
nage de 0 (Bourgaxt [2], chap. 111, § 1, n° 1, déf. 1, page 1). 

Un espace localement convexe est infra-tonnelé, si tout tonneau absorbant 
toutes les parties bornées est un voisinage de 0. Un espace tonnelé est infra- 
tonnelé; un espace quasi-complet infra-tonnelé est tonnelé. Un espace borno- 
logique est infra-tonnelé; un espace ultra-bornologique est tonnelé. 

4 

Espaces bornologiques. 

Un espace localement convexe est bornologique, si toute partie convexe 
équilibrée, absorbant toutes les parties bornées, est un voisinage de 0 (Bour- 
BAKI [4], page 11). 

Un espace localement convexe est ultra-bornologique s'il est limite induc- 
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tive d espaces de Banach (voir page 43 (1)). Un espace ultrabornologique est 
bornologique et tonnelé; un espace bornologique et quasi-complet est ultra- 
bornologique. 


Espaces de Montel. 

Un espace de Montel est un espace localement convexe tonnelé, où les parties 
bornées sont relativement compactes (BourBakr [2], chap. 1v, § 3, n° 4, 
page 89). 


Espaces de Schwartz. 

Un espace de Schwartz est un espace localement convexe E tel que, pour 
tout voisinage disqué U de 0, il en existe un autre 1, dont l’image dans Ey 
(Eq, est l’espace normé séparé, associé à l’espace E muni de la seule semi- 
norme jauge de UW) soit précompacte (GROTHENDIECK [2], déf. 5, page 117). 


Espaces de Fréchet, espaces (£7), espaces (DF). 

Un espace de Fréchet est un espace localement convexe, à base déombrable 
de voisinages de 0 et complet (BourBaki, chap. 11, § 2, n° 1, page 59). 

Un espace £¥ est une limite inductive stricte d’espaces de Fréchet (Dreu- 
DONNE-ScHWARTz |[1]). 

Un espace (DF) est un espace, ayant une base dénombrable de parties bor- 
nées, et tel que toute partie bornée du dual, contenue dans une réunion dénom- 
brable de parties équicontinues, soit encore équicontinue (GROTHENDIECK 
[4], déf. 1, page 63). 

Le dual d’un espace de Fréchet est un espace (DF); le dual d’un espace (DF) 
est un espace de Fréchet. 

Un espace de Banach est un espace normé complet. 


Recouvrements, partition de l’unité. 

Un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille (Oj)iex 
d’ouverts de X, dont la réunion est X. 

Le recouvrement ouvert (Ojhier est dit subordonné au recouvrement ouvert 
(O!)iex (correspondant au même ensemble d’indices), si, pour tout ie I, O; est 
contenu dans 0}. 

Une partition de l'unité sur X, subordonnée à un recouvrement ouvert 
(O)iex, est une famille de fonctions continues (ae, Correspondant au même 
ensemble d'indices, et telle que: a) % > 0; b) l’adhérence de l’ensemble des 


points où a, ~ 0 est contenu dans O;; c) la somme Ÿ « vaut 1, chaque point 
i 


de X possédant un voisinage où tous les termes de cette somme, sauf un nombre 
fini, sont nuls. 


Propriétés d’approximation et de densité; espaces de distributions. 

Propriété d’ approximation et d’ approximation stricte, pour un espace loca- 
lement convexe, page 5 (1); propriété d’ approximation équicontinue ou métrique : 
page 72 (II); voir aussi GROTHENDIECK [4], § 5, n° 2, page 178. 

Espaces de distributions, espaces normaut et strictement normaux : page 7 (1). 
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Propriété d’ approximation par troncature ou par régularisation : page 7 (1). 
Propriété (e) d’un espace de distributions: page 53 (I). 
Distributions sommables : page 126 (I). 


Distributions bornées, 6-bornées. 
Distribution bornée, G-bornée, ensemble équiborné ou G-équiborné de dis- 
tributions, distribution localement bornée ou G-bornée : pages 83 (I) et 54 (I). 


Distributions du type ©, parties du type © d'un espace de distribution : 
page 53 (II). 


ae See 


Noyaux ; régularité et compacité. | 
Définition des noyaux: page 90 (I). a 
Noyaux semi-réguliers, réguliers, régularisants : page 99 (I). 
Noyaux semi-compacts, compacts, compactifiants: page 100 (I). 

_ ~ Distributions semi-tempérées : page 123 (I). b amatg 
Distributions partiellement sommables: page 130 (1). ff 
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INDEX DES NOTATIONS 


Les espaces usuels de distributions 9, 9", 0’, D", DL, &, &", US MEL, 
Dir, B', B, B', F, $, Oy, OG, sont ceux qui sont définis dans SCHWARTZ [4] et 
[5] (voir index des notations à la fin de [5]); on peut y ajouter Om et 0, 
duals forts respectifs de O, et O;. #(T) est défini dans Scuwartz [3]. Les 
espaces ?, £’, sont définis page 77 (1). Dm (resp. 64") est l’espace D’” (resp. 8m), 
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de 
D" (resp. 8"). Les espaces 4, A”, sont définis pages 111 et 112 (1), l’espace £? 
page 48 (Il). Les espaces (RE et (47) sont définis page 165 (11) et sui- 
vantes. La transformation de Fourier se note . 

Les espaces #(E) sont définis page 49 (1) (pour # = D") et 52 (1). Les 
espaces S(E) sont définis page 61 (1) (pour # = g'm), page 63 (I) (pour 
# = 9"), page 48 (II) (pour # = L? ou gp). 

La notation #!{(E; 6) est définie page 54 (Il), la notation #(Ee) 
page 54 (I), 

On adopte la notation de la variable muette marquée par un ~ quand elle 
n’est écrite qu’une fois : f() pour la fonction « — f(x), ou S(&) pour la distri- 
bution S.e®. (pages 2 (II), 74 (1)). 

La distribution définie par la masse unité au point a de R" se note 5, 
où ya, ou 3(%—a), ou (a). 

La symétrie par rapport à l’origine de R" se note par 9; i, T, sont les symé- 
triques de la fonction f, de la distribution T; elles sont définies par: 
fl) = f(— 2); T(9) = T(+). Si 4 est un espace de distributions, on notera par 
# l’espace de distributions obtenu par cette symétrie (sous disons : espace 
de distributions, ce qui veut dire qu’il a une topologie, obtenue à partir de 
celle de # par symétrie). 

=, est la translation de R* par le vecteur h; tf est la translatée de la fonc- 
tion f, définie par (tif) (x) = f(z — h); nT est la translatée de la distribution 
T, définie par (taT) (+) = T(t _n(9))- 

Le symétrique ‘K d’un noyau K est défini page 90 (1). 

Les notations LeM, e (Lis M), sont définies page 18 (1). 

ie 


4(E; F) est l’espace des applications linéaires continues de E dans F; £.(E; F) 
(resp. &(E; F), resp. & (E; F)) veut dire qu’il est muni de la topologie de 
la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes de 
E (resp. sur les parties bornées, resp. de la topologie de la convergence 


simple). &(L:; M) est l’espace des applications linéaires continues de L; dans 
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M, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équi- 
continues de L’. 

La topologie affaiblie ou faible se note « (voir page 199); voir à cette même 
page les références relatives aux topologies + et y. 

Si E est un espace localement convexe, WU un voisinage de 0 disqué, Eq est 


l'espace vectoriel quotient de E par le sous-espace vectoriel () AU, muni de 
1,60 

la norme pour laquelle l’image de W est la boule unité, C’est aussi l’espace 

séparé normé, associé à E muni de la topologie définie par la seule semi-norme 

jauge (voir page 197) de U. 

Son complété s’écrit, par abus de langage, Rat, au lieu de (Eq)* (on ne 
risque pas de confondre avec (É)u, car q n’est pas un voisinage de 0 de Ê, 
sauf si E est déjà complet). 

Si maintenant A est une partie bornée convexe équilibrée de E, E, est 
l’espace vectoriel engendré par A, muni de la norme jauge de A. 

Si AcB, et si Uc, on a les applications linéaires continues canoniques : 


E, > E, > E> Eq — Ey. 


Si a est une forme bilinéaire séparément continue sur L X M, & est l’appli- 
cation linéaire qu’elle définit de L dans M’: (a(l), m) = a(l, m). Alors ‘x 
est sa transposée, application linéaire de M’ dans L: 


<1, ta(m)) = a(l, m). 


Alors, si êe LeM, E est l’application linéaire continue de Li dans M, 
et  l’application linéaire continue de M! dans L, associées à £ par le corollaire 2 
de la proposition 4, page 34 (I). 

Le complété d’un espace localement convexe Ese note par É, son quasi- 
complété par E. 

Sur un produit tensoriel E@F, la topologie Qg,g est définie page 10 (11), les 
topologies @ ;(À = 1, y, B, x, ¢) page 12 (II); les complétés (resp. _quasi- 
complétés) de ces produits tensoriels topologiques se notent donc E &e,gF 
(resp. E Ge;&F), E &:F(resp. E @, F). 

L'application l', , est définie Page 18 (II); Hel pele 0 T£+, page 22 (II); 
l'application A., page 31 (II); l', 1, page 35 hiss 1), Axe page 36 (IT). 

La notation EE AT est définie page 57 (Il); “ "SG; if (resp. on: ef) est 
l’image de FE AT dans EGe,sF (resp. E &:F). O's T est défini aussi 


page 41(II). (aT) est défini page 127 (II); (aT), est défini page 128 (IT); 
(af). est déjà défini page 121 (IL). 


ST est défini page 159 (Il); ST est défini page 160 (IT); ST est 
déjà défini page 151. 


8, @@. T, est défini page 145 (11); 8, @@, Ty page 146 (I. 

Si U est une application Ar i #6 XK dans & (espaces de distributions), 
6 une application bilinéaires de E x F dans G, le symbole général Su Te £(G) 
est défini page 9, pour Sex(E ,Teñ(F) 
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FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE 
ET LEURS SERIES DE TAYLOR 


par Christiane CHAMFY. 


INTRODUCTION 


L’objet de cet ouvrage est d’étudier les relations entre le 
comportement dans le cercle-unité de certaines familles de 
fonctions méromorphes dans ce cercle et holomorphes a l’ori- 
gine, et les coefficients de leur développement en série de 
Taylor au voisinage de l’origine. 

Dans la première partie, nous nous intéressons aux fonctions 
méromorphes bornées par 1 en module sur le cercle-unité. 
Schur avait établi [11] qu’il existe une suite d’inégalités ration- 
nelles sur les coefficients du développement d’une fonction 
en série de Taylor au voisinage de l’origine, constituant une 
condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction soit 
holomorphe et bornée par 1 en module dans le cercle-unité. 
Nous montrons ici qu’il existe de même des inégalités ration- 
nelles sur les coefficients d’une fonction méromorphe, consti- 
tuant une condition nécessaire et suffisante pour qu'elle ait 
exactement p pôles dans le cercle-unité et soit bornée par 1 en 
module sur ce cercle. Nous indiquons ensuite un procédé pra- 
tique pour former ces inégalités, dans le cas où les coeffi- 
cients sont réels, à l’aide de suites de polynémes associés. 

Dans la deuxième partie, nous étudions les fonctions méro- 
morphes dans le cercle-unité qui sont holomorphes a l’origine 
et ont un développement en série de Taylor à coefficients 
entiers. Une classe importante de ces fonctions est formée de 


€ 
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fractions rationnelles. Des études de Borel [1] et de Carlson et 
Polya [2] ont montré que la possibilité de prolonger une fonc- 
tion à coefficients entiers à l'extérieur du cercle-unité constitue 
une condition suffisante pour qu’elle soit une fraction ration- 
nelle. M. Salem [10] s’est intéressé au comportement de ces 
fonctions à l’intérieur du cercle-unité, au voisinage de la fron- 
tière, et a démontré que, si une fonction à coefficients entiers 
n’est pas une fraction rationnelle, elle approche nécessairement 
toute valeur dans toute couronne au voisinage du cercle-unité. 
On ignore si la fonction prend alors nécessairement toute 
valeur dans le cercle-unité. Le résultat que nous établissons 
ici précise dans une certaine mesure le théorème de M. Salem, 
en montrant que, selon un vocabulaire que nous définissons, 
une fonction à coefficients entiers, si elle n’est pas une fraction 
rationnelle, approche toute valeur, dans le cercle-unité, ou bien 
une infinité de fois, ou bien au moins une fois avec un ordre 
infini. 

Parmi ces fonctions à coefficients entiers, celles qui sont 
des fractions rationnelles, ont un seul pôle dans le cercle-unité 
et n’en ont aucun sur ce cercle, ont pour pôles de module infé- 
rieur à 1 les nombres algébriques d’une famille remarquable : 
ce sont les inverses des entiers algébriques appelés nombres 
de Pisot-Vijayaraghavan [8], [13], [14]. Nous nous intéressons 
ici aux inverses d’entiers algébriques qui ont un seul de leurs 
conjugués, en plus d’eux-mémes, intérieur au cercle-unité, et 
tous leurs autres conjugués extérieurs a ce cercle. En appli- 
quant les résultats exposés dans la premiére partie, nous mon- 
trons que deux nombres conjugués de cette famille ne 
peuvent approcher simultanément trop près du cercle-unité, 
et nous déterminons les couples qui en approchent le plus près. 
Les inégalités du chapitre 11, dans le cas où p = 1, avaient de 
même permis à MM. Dufresnoy et Pisot de déterminer tous 
les nombres de Pisot-Vijayaraghavan qui sont inférieurs à une 
certaine borne, et en particulier tous ceux qui approchent le 
plus petit nombre de l’ensemble dérivé. La méthode employée 
pourrait sans doute s’appliquer de la même façon à des familles 
analogues de nombres algébriques, auxquels on imposerait 
d’avoir un nombre donné, supérieur à deux, de conjugués 
intérieurs au cercle-unité. Elle est cependant appliquée ici 
avec trop peu de généralité pour qu’on puisse l’affirmer. 


[Te 
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Certains des résultats exposés ici ont fait l’objet de notes à 
VAcadémie des Sciences [3], [4]. 

Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à M. Pisot 
pour l’aide que m'ont apportée ses conseils et ses encou- 
ragements. Je remercie M. Salem qui a bien voulu faire partie 
du jury auquel je soumets cette thèse, et M. Dubreil qui a 
bien voulu le présider, ainsi que M. Montel qui a bien voulu 

présenter mes notes à l’Académie des Sciences et M. Chabauty 
qui a bien voulu accueillir ce travail dans les Annales de I’ Ins- 
ütut Fourier. 
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PREMIERE PARTIE 


Inégalités sur les coefficients des séries de Taylor 
des fonctions méromorphes bornées par | en module 
sur le cercle-unité. 


CHAPITRE PREMIER 


FONCTIONS HOLOMORPHES 


Nous nous bornerons à rappeler sans démonstrations les 
principaux résultats obtenus par Schur [11]. 

Soit donc F(z) une fonction holomorphe dans le cercle- 
unité, ayant, au voisinage de l’origine, le développement en 
série de Taylor : 


F(z) = U, + U,z +... + U,z" + .. 


Supposons que pour [7 £ 1, on ait |F(z)| < 1. En vertu 
de la loi du module maximum il suffit pour cela que |F (z)| < 1 
pour |z] = 1. On a alors en particulier |U,|< 1. Nous dési- 
gnerons désormais par fonction de Schur toute fonction satis- 
faisant aux conditions ci-dessus. 

On considère la suite de fonctions : 


Fe) = Fe Une 1 
: 1—U,,.,F,(z) z 


où U,,, = F, (0), et où U,,, est l'imaginaire conjugué de U,,. 
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Supposons que F,(z) soit une fonction de Schur. Si F,(z) 
n’est pas constante, F, ,(z) est holomorphe dans tout le 
cercle-unité. Si F,(z) est une constante de module différent 
de 1, F,,,(z) est définie en tout point sauf à l’origine. Nous 
conviendrons, dans ce cas, de poser F,,,(0) = 0, et F,,,(z) 
sera ainsi holomorphe dans tout le cercle-unité si |U,, | 1. 
Cette fonction est d’autre part bornée par 1 en module sur le 
cercle-unité. C’est done une fonction de Schur. 

Si |U, ,! = 1, la fonction F,,(z) est nécessairement constante 
et F,,, (z) n’est définie nulle part. 

On peut donc former a partir de F(z) une suite de fonctions 
de Schur: ou bien cette suite est infinie, ou bien elle s’achéve 
par une fonction constante et de module 1 dans le cercle-unité. 

Nous associerons à la fonction F(z) la suite correspondante 
des coefficients U,,, définie à partir de n=O en posant 
U,,, = U,. Ou bien cette suite est infinie, et les nombres U, , 
ont tous un module strictement inférieur a 1, ou bien la suite 
est finie et s’achève par un nombre US, de module 1, les autres 
coefficients ayant un module strictement inférieur à 1. Dans 
le premier cas, nous dirons que la fonction est de rang infini; 
dans le second cas, nous dirons qu’elle est de rang S. Nous dési- 
gnerons d’une façon générale par S ce rang, fini ou non. 

Le résultat fondamental obtenu par Schur est que l’existence 
d’une suite de coefficients de l’un ou l’autre type constitue une 
condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit ce que 
nous avons appelé une fonction de Schur. Plus précisément : 

49 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse 
associer à une fonction F(z), par le procédé exposé ci-dessus, 
une suite finie de coefficients U, , = U,, U,,o, ..., Us,, tels que: 


JU, << 1 pour 0£n<S—1, et |Us,o =1 


est que: Fa) = ey où Ds(z) et Es(z) sont deux poly- 
nômes premiers entre eux tels que Ds(z) est de degré S et 
que Es(z) = <«z°Ds(z~"), où € est une constante de module ity 
et où Es(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité. 

La fonction F(z) est bien définie par la donnée des S+ 4 
constantes U,,,, U,,., ---, Uso, et en particulier = Us, 0° 
Nous désignerons cette fonction par le symbole, introduit 


par Schur: [z; U,,., +++, Us,o]- 
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20 D’une façon générale, le coefficient associé U,,, peut, pour 
n <S, s’exprimer en fonction des coefficients U,, U,, ..., U, 
et de leurs imaginaires conjugués. On a: U,,, =®,(U, ..-, Un), 
la fonction ®, étant une fonction rationnelle de 


U;, “je 7 22 (Here PL Le 
indépendante de F(z). 


Inversement : U,= W,(U,,, ..., U,,5), la fonction W', étant 


une fonction rationnelle de‘ U, 45 Us SU +, Une, Une 
indépendante de F(z). 

Sip aldrs “Up FUR? UL Pe. Mane survey in finre- de 
OR gly ae module strictement inférieur à 1. Considérons 


_ la série: ss rol eames Oe titra: 
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CHAPITRE II 


INEGALITES POUR UNE FONCTION MEROMORPHE 


Nous allons montrer qu’on peut de méme exprimer, sous 
forme d’inégalités rationnelles sur les coefficients de son déve- 
loppement en série de Taylor au voisinage de l’origine, une 
condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction méro- 
morphe dans le cercle-unité, holomorphe à l’origine et bornée 
par 1en module sur la circonférence-unité, ait un nombre donné 
p de pôles dans le cercle unité. 

L’existence de telles inégalités a été établie par MM. Dufres- 
noy et Pisot [5], dans le cas particulier de fonctions ayant un 
seul pôle, simple, distinct de l’origine, dans le cercle-unité, et 
ayant un développement en série de puissances à coefficients 
entiers rationnels au voisinage de l’origine. Nous suivrons 
une méthode analogue à celle qu’ils ont utilisée. 

Soit f(z) une fonction méromorphe pour |z| <1, bornée 
par 1 en module pour |z| = 1, et ayant, dans le cercle-unité, 
p pôles distincts ou non, G, ..., C,, différents de 0. Soit: 


f(z) = WE Ugo Lou, cate ees. HUE ey: 


son développement en série de puissances au voisinage de 
l’origine, où m et m' sont positifs, et u, et Umm’ non nuls 
(u, pouvant être nul). 

J'ai exposé les résultats qui suivent dans une note citée [3], 
dans le cas particulier d’une fonction réelle pour z réel, ayant 
en vue certaines applications arithmétiques. Ces résultats sont 
encore valables, à quelques modifications de détail près, pour 
une fonction complexe quelconque, ainsi que cela m'avait 
d’ailleurs été signalé par M. Bender après la parution de ma 
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note, et c’est sous cette forme que je vais maintenant les 
exposer. 
Nous utiliserons le lemme suivant, fondé sur le théorème de 


Rouché : 


Lemme. — Soient A(z) et [B(z) [deux polynémes vérifiant 
l'inégalité : [B(z)| <|A(z)| vs la circonférence-unité. 
Soit la fonction: 9(z2) = B(z) f(z) — A(z), ayant, au vOUSL- 


nage de l’origine, le développement en série de puissances : 
o(z) ==a,2"+---, avec k=>0 et ars 0. 


Si q est le nombre de zéros de A(z) de module inférieur à 1, 
onak< p + q, et 9(z) a au plus p + q—k zéros de HET 
inférieur à 1 autres que l’origine. 

Soit en effet la fonction : 


9x(2) = B(z)f(z) — AA(z), 


ou A est une constante réelle strictement supérieure a 1. 
L’application du théorème de Rouché à la fonction 


(2— Cr) ... (2G) px); 


holomorphe pour |] < 1, montre que cette fonction a, à 
l’intérieur du cercle-unité, autant de zéros que 


AA (2) (z ni Gi) or (z Vo Gp) 


soit p + q. Si on fait tendre A vers 1, k de ces zéros tendent 
vers 0, ce qui démontre le lemme. 

Nous allons former une fonction holomorphe et bornée par 
1 en module pour |z |< 1, telle que les coefficients de son déve- 
loppement en série de Taylor au voisinage de l’origine soient 
des fonctions rationnelles des u,. C’est en appliquant la mé- 
thode de Schur a cette fonction que nous obtiendrons les 
inégalités cherchées. 

Il convient de distinguer plusieurs cas : 


se de 
Soit la fonction: 


(transformation 1)  f,(z lana a (2 


Uo — f(z ld 


Nous pouvons appliquer le lemme précédent a f(z) — u,, 
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avec A(z) =u, B(z)=1. Il nous montre que, f(z) ayant 
l’origine pour zéro d’ordre m, la fonction [f(z)—u,] z-" a au 
plus p — m zéros dans le cercle-unité. Les pôles de f, (z) étant 
nécessairement ‘des |zéros de cette expression, f, (z) a done au 
plus p — m pôles dans le cercle-unité. 

On a inversement : 


are Uf. (z) + 2” 
PA) Fa) + tet 


et le lemme montre de la même façon que, si p, est le nombre 
de pôles de f, (z) dans le cercle unité, p < p, + m. 

Donc, p, = p — m. 

D’autre part, la transformation homographique du plan 
complexe X =~", où a et x sont deux nombres imagi- 

1 — ax 

naires conjugués de module inférieur à 1, conserve la circonfé- 
rence-unité dans son ensemble, ainsi que son intérieur et son 
extérieur. Donc : 


raf) 1) _| f@) 5" 
| u,— f(z) 1—u, ‘f(z) 


pour tout z tel que |f(z)| <4, et, par conséquent, |f,(z)|< 1 
sur la circonférence-unité; f,(z) étant holomorphe à l’origine, 
c’est une fonction de la même forme que f(z), mais qui a un 
nombre de pôles dans le cercle-unité strictement inférieur. 
Enfin, les coefficients de son développement en série de Taylor 
au voisinage de l’origine sont des fonctions rationnelles des u,. 


2° |u| = 1: af 
Supposons tout d’abord u,u,, réel. 
Formons la fonction : 


<4 


(2° + uw"z" — Lf te) — (2b) 


(transformation 2) g,(z) = ur — fe) — (2 nus" —1) 


On a inversement : 


(a — UUs" — 1)8: (z) — u(z"” — 1) 
Fa ae" — 1) g,(2)— (7 + wir" — 1) 


Sur la circonférence-unité, on a: 


je —uçu, 2" — 1] = |(2" — 277) — DAME 
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A4 


Sur cette circonférence, z et z ‘ sont imaginaires conjugués, 


et, par conséquent, (z"—z ") est imaginaire pur; Wu, étant 
réel, il en résulte que, sur la circonférence-unité, on a: 
zr" ue — 1] 17 7 = 7 CT 


On en conclut tout d’abord que |{g,(z)| <1 sur la circon- 
férence-unité. En outre, 2” — u,u,z" — À a m zéros dans le 
cercle-unité. L’application du lemme au dénominateur de 
g,(z) montre donc que ce dénominateur a, dans le cercle-unité, 
au plus p + m zéros. Soit p, le nombre de pôles de g,(z) dans 
ce cercle. Un raisonnement analogue montre que le dénomi- 
nateur de f(z) y a au plus p, + m zéros. On a donc dans tous 
les cas pp’ + m. 

Nous distinguerons encore plusieurs cas: 


Ay ones 


Soit, au voisinage de l’origine : 


(z) == Uy + Une” = Lee ie i Uh mie + LU 
! 2 
+ Lit gait oe ea — Usn2 We - “mm 
où u,, peut être nul. 
En tenant compte de ce que u,u, = u,u,, on a alors: 


, 


a Ua ee oe ie ET re re) > (UoUim — Usin) om 1 % 
ed PAU NN in a Me “à DUR, A) mm. ei + Ne 
Done g,(z) est holomorphe à l’origine et a, dans le cercle- 
unité, au plus p + m— (m+ m') = p— m' pôles. Au voisi- 
nage de l’origine : 


I 


g,(z) 


£(2) S= Uy AU Una oe te 
et, par conséquent : 
{=e 
Wale ott +. 
On voit que p< p, + m— (m— m'). Donc P=p—m. 
Bon =m: 


Au voisinage de l’origine : 


el ue 


— (TA TP sr res 


&(z)= 


On a donc encore p, <p — m = p — m', et g,(z) est 


FRS. 
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holomorphe à l’origine. Comme p < p, + m dans tous les cas, 
on a: pp = p—m=p—m. 

CP ne Sm: 

Le développement en série de puissances du numérateur de 
g,(z) au voisinage de l’origine est de la forme: u,u3z°" + ---, 
et celui du dénominateur, de la forme : upz° + ---, avec up #0 
et D strictement supérieur à 2m. On montre alors comme ci- 
dessus que p, = p — m. 

En multiphant g,(z) par z?~°", on obtient une fonction 
holomorphe à l’origine, qui a p, — D+ 2m=p+m—D 
poles dans le cercle-unité. Cette quantité ne dépend que de p 
et des u,, et est inférieure à p. Enfin, il est évident que les coef- 
ficients de cette fonction sont des fonctions rationnelles des 
u,, et qu’elle est bornée par 1 en module pour |z! = 1. 

Supposons maintenant w,u, complexe : 

Effectuons dans le développement de f(z) le changement 
de variable z = eZ, où § est une constante quelconque. 
On obtient ainsi une nouvelle fonction f*(Z) qui a les mêmes 
propriétés que f(z) et le même nombre p de pôles dans le cercle- 
unité. Au voisinage de l’origine: 

f*(Z) = uy + UnZ”" + :::, 
en posant u% = ue". Si nous choisissons § tel que, par 
Ulm 
Un 
correspond alors une fonction g;(Z) telle que: 
(Zi + gin —A)f"(Z) us 2"—)_ 
(Z'"—A)uof*(Z) — (Z'" — uyinZ” — 1) 


g*(Z) a les mêmes propriétés que la fonction g,(z) étudiée 
ci-dessus : le nombre de ses pôles dans le cercle-unité, infé- 
rieur à p, ne dépend que des u;, donc des u,, et, pour obtenir 
une fonction holomorphe à l’origine, il suffit de la multiplier 
éventuellement par une puissance de Z qui ne dépend aussi 


que des u,. 


. . pit! Es 9 
En opérant le changement de variable inverse, Z=e~™ . 
on obtient, en tenant compte de la valeur choisie pour e””: 


(UsU Um 2" + Une” — 1) f(z) Ath Up(UoUmllm 12m __ 1) 
Up(U2UpUm 2" — 1) f(z) — (WZ Up,Un 2" — UpUn2" — 1) 


, la quantité uu, sera réelle. A f*(Z) 


exemple, e'? = 


gi(Z) = 
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Cette fonction a, dans le cercle-unité, le méme nombre de 
pôles que g*(Z), et a l’origine pour pôle de même ordre. Par 
conséquent, en la multipliant au besoin par une puissance de 
z ne dépendant que des u,, on obtient une fonction méro- 
morphe, holomorphe à l’origine, bornée par 1 en module sur la 
circonférence-unité, dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles des u,, et dont le nombre de pôles dans le cercle- 
unité, strictement inférieur à p, est lié biunivoquement à p 
et aux u,. 


Ou i 
Formons la fonction : 
AE f(z) — Us £41 " 
1—u,f(z) 3 # 
h,(z) est holomorphe à l’origine et bornée par 1 en module 
sur la circonférence-unité, et, en vertu du lemme préliminaire, 
elle a au plus p pôles dans le cercle-unité. D’autre part : 


__ hy (z) + Uy 
f(z — uzh, (z) +1 


et, si p, est le nombre de pôles dans le cercle-unité de h,(z), 
le lemme es monhtre. que pi ps Donc p, sap; 
Si {h,(0)| <1, nous formons la fonction: 
nyt AO) 1 
1— h,(O)hy(z) 2 


et, de même, tant que |h,(0)| << 4, la fonction: 


i (Ge ua ee 
Hot al sdp-ehs(O)Ate) 2 


La condition |h,(z)|< 1 pour tout r constitue, d’après le 
chapitre 1, une condition suffisante pour que f(z) soit une 
fonction de Schur. Done, si p est positif, il existe un rang R 
tel que [hr (O)| = 1. Les fonctions h,(z) ont, pour 1 <r< R, 
exactement p pôles, sont holomorphes à l’origine et bornées 
par 1 en module sur la circonférence-unité. En transformant 
la fonction hx(z) par les transformations 1 ou 2, on obtient donc 
une fonction ayant les mêmes propriétés que f,(z) ou g,(z). 

A l’aide d’un nombre fini de transformations des types 1, 


(transformation 3) 


Pe à es 


pes vale nn. 
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2 ou 3, nous arriverons donc à former une fonction de Schur 
F(z) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des 
u,- De plus, dans chacune des transformations effectuées, le 
nombre de pôles dans le cercle-unité de la fonction obtenue 
dépend biunivoquement du nombre de pôles dans le cercle- 
unité et des coefficients de la fonction initiale, et la fonction 
obtenue est bornée par 1 en module sur le cercle-unité si et 
seulement si la fonction initiale l’est. Par conséquent, il est 
nécessaire et suffisant, pour que f(z) ait p pôles dans le cercle- 
unité et soit bornée par 1 en module sur ce cercle, que F(z) 
soit une fonction de Schur. 

Or, les inégalités sur les coefficients de F(z) obtenues 
selon la méthode exposée au chapitre précédent, constituent 
une condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit 
une fonction de Schur. Ce sont des inégalités rationnelles 
sur les u,. Jointes à celles. qui conditionnent le mode de for- 
mation de F(z), et qui sont aussi des inégalités rationnelles 
sur les u,, elles constituent donc les conditions nécessaires et 
suffisantes cherchées pour que la fonction f(z), holomorphe à Vori- 
gine, soit méromorphe dans le cercle-unité et bornée par 1 en 
module sur la circonférence-unité et, ait p pôles différents de 0, 
distincts ou non, dans le cercle-unité. 


CHAPITRE III 


FORMATION DIRECTE DES INÉGALITÉS DU CHAPITRE II 


La fonction de Schur F (z) se déduit de f(z) au moyen d’une 
transformation homographique : 


F(z) __ A,(z) f(z) + A.(z) 


~ A(z) f (2)--+ A) 
où A,(z), A,(z), A,(z), A,(z) sont des polynômes dont les 


coefficients sont des fonctions entières de certains u,. Il existe 
donc un entier n, tel que les inégalités |®,(U,, ..., U,)| < 1 
relatives à la fonction F(z) puissent s’écrire [o,(u,, ..., Ur, .n)| <4, 


la fonction 9, étant une fonction rationnelle de uy, Uy, ..-; Ung, n—19 


Uny+n—19 Un +n : . 
Si nous supposons maintenant les u, réels, ces inégalités 
pourront se mettre sous la forme : 


Qn (Woy +++ Unions) C'Umen < Pa(Uos ce Urorn1). 


Cette forme peut être particulièrement commode dans les 
applications, mais, dans la pratique, la complication des for- 
mules rend vite ce genre de résolution impossible. 

Dans le cas où p = 1, MM. Dufresnoy et Pisot ont établi 
un moyen pratique d'obtenir directement les inégalités sous 
la forme ci-dessus, à l’aide de certains couples de polynômes 
[5]. Nous allons montrer que ce procédé peut se généraliser 
au cas d’une fonction f(z) ayant un nombre quelconque de 
pôles dans le cercle-unité. 


ae 
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Supposons donc f(z) réelle pour z réel. Nous reprendrons 
les notations des chapitres précédents. Nous dirons, par ana- 
logie avec le cas d’une fonction de Schur, que f(z) est de rang 
s si elle peut se mettre sous la forme f(z) = d(z)/e(z), où d(z) 
et e(z) sont deux polynômes premiers entre eux tels que 
d(z) est de degré s et que d(z) =eze(z ‘), « valant + 1. Si 
f(z) ne peut pas étre mise sous cette forme, nous dirons qu elle 
est de rang infini, et nous désignerons d’une facon générale 
par s son rang, fini ou non. 


THÉORÈME — 1. II existe, à partir d’un certain rang n, et 
pour n < s un couple unique de polynômes premiers entre eux 
di(z) et ef(z), tels que: 


d,(z) est de degrén, ex(0)=+4, et di(z)=7z"e;(z !) 
et que, au voisinage de l’origine: 


di (2) 


ex (z) 


et un couple unique de polynômes premiers entre eux d;(z) et 
€;(z), tels que: 


d,(z) est de degrén, e(0)=+1, et d7(z)=—2'e;(z ') 


=U, +... uo Loir Hoi wit... 


et que, au voisinage de l’origine: 
da (2) 
€n (2) 


e*(z) et e,(z) ont p zéros dans le cercle-unité. 
2. On a les inégalités: 


= u+ Hu ar Sl OS ee OY a +. 


Puc. da < UF, si sPoUurs, oly sak <4 
et: 


ps usé si f(t)=+41, vs=us<es si f(1)=—1. 


Ces inégalités sont celles qui ont été mises en évidence au 
chapitre précédent et qui expriment une condition nécessaire 
et suffisante pour que la fonction F (z) associée à f(z) soit une 
fonction de Schur. 


Remarquons que les n coefficients inconnus des polynômes 
15 
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dt(z) et ef(z), ou d,(z) et e,(z), sont solutions d’un systéme 
de n équations linéaires dont les coefficients sont U,,..., Up_t- 
Ce sont donc des fonctions rationnelles de up, ..., Ua_1, et il 
en est alors de même de 9% et »,. Les inégalités sont donc 
bien obtenues sous la forme souhaitée. 

Montrons d’abord que, quel que soit p, chaque couple de 
polynômes, s’il existe, est nécessairement unique. 


4. Unicité des polynômes. 

Supposons qu’il existe, par exemple, deux couples distincts 
de même degré n, d}(z) et e;(z) d’une part, d+(z) et n7(z) d'autre 
part, satisfaisant aux conditions I du théorème. 

Soit, au voisinage de l’origine : 


Considérons le polynôme : P(z) = d*(z)n: (2) — er (a)en(z). 

Comme e*(0) = n;(0) = 1 par hypothèse, nous voyons que 
P(z) n’a pas de termes de degré inférieur à n, son terme de 
degré n valant (of —w;)z". D’autre part, P(z) = — “stad 0 
Par conséquent, P(z) est identiquement nul. 

Cela nous montre que: 


Comme les polynômes de chaque couple sont premiers entre 
eux, et comme e*(0) = n}(0) = 1, cela entraîne : 


di(z) = 67(z) et et (z) = nt (2). 


On démontrerait de même l’unicité du couple d;(z) et e; (z). 


2. Cas des fonctions holomorphes. 


Soit F (z) une fonction de Schur réelle pour z réel, de rang 
S fini ou non. 


Soit N un nombre < S$. Les N premiers coefficients associés 
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RRs 5 Ux_,,, sont donc de module inférieur à 1. Considérons 
les fonctions : 
Rx (2) = [3; U,, 0.) Unis, =P 1] 
Enis) Sete Uy, es Unis, —1]. 
D’aprés les résultats rappelés au chapitre 1, la fonction 
Ry (z) peut être mise sous la forme: 


Re (2) = DU) 


où DY(z) et EX(z) sont deux polynômes premiers entre eux tels 
que Dy(z) est de degré N et que Ex(z) =z‘ Dx(z~'), et tels que 
EX(z) ait tous ses zéros extérieurs au cercle-unité. 

Le développement en série de Taylor de Rx(z), convergent 
dans le cercle-unité, est de la forme: 7 


N—i 
Re()= D PU ot Une)z + Var VEne ua" + 
7=0 
N—1 
= Uz + Vaz + me 
i=0 


a 


Les polynômes Dx(z) et Ex(z) sont définis à un facteur 
constant près. Si on impose de plus que Ex(0) = 1, ce que 
nous supposerons désormais, ils répondent aux conditions 1 
du théorème. On voit qu'ils existent pour 0< N<S. 

Considérons la fonction: 9(z) = F(z)EX(z) — Dy(z). 

Au voisinage de l’origine, on a: 9(z) = (Ux — Vx)z" +..., 
et le lemme démontré au chapitre 11 nous montre que 9(z) 
n’a pas de zéros autres que l’origine dans le cercle-unité, et 
que Ux = Vx si et seulement si 9(z) =0. 

Soit 9)(z) = F(z)Ex(z) — ADx(z), où À est une constante 
réelle strictement supérieure à 1. Cette fonction garde un 
signe constant pour p < z<1, p désignant le plus grand des 
zéros positifs de 9,(z). Ce signe est celui de (1), donc celui 
de — Dx(1). En faisant tendre À vers 1, on voit que 9(z) a, 
pour 0<z< 1, le signe de — Dy(1). Or, D3(1) = EX(1); 
comme Ex(z) n’a pas de zéros dans le cercle-unité, le signe 
cherché est celui de — E*(0): la fonction 9(z) est négative 
pour 0 <z< 1. Quand z tend vers 0 par valeurs positives, 
o(z) a le signe de Ux — Vx. Done Vx — Uy est supérieur 
ou égal à 0, et on a l’égalité si et seulement s1 F (z) = Rx (2), 
c’est-à-dire si et seulement si N=S et F(1) = + 1. 
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On voit de même que Ry(z) = Dy(z)/Ex(z), où Dy(z) et 
Ex(z) sont deux polynémes premiers entre eux tels que Dy(z) 
est de degré N et Dx(z)==—z‘Eyx(z_‘), et que, au voisinage 
de l’origine : 


Dx(2z) =, <= ae ax (Boot Sa ge + Vxz" as pip hee a ae ‘LM 
Ex(z) 
Ex(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité et, si on impose 
de plus, ce que nous ferons désormais, que Ex(0) = 1, les 
deux polynômes sont bien définis et répondent aux conditions 1 
du théorème. 

On a enfin Vy — Uy < 0, l'égalité ayant lieu si et seulement 
si N=S et F(1) = —1. 

Montrons enfin que les deux systémes d’inégalités : 

Vx<Ux<.V¥ pour 0X<N<S, 
(oi) Vs<U;s=Ve si F(1)= +1, 
Vs=Us< VE si F(1)=—4, 
d’une part, et: 
|Px(U,, «++» Us) < 
(02) Ps(U,, wey Us) = 
PAUL ARE 
d’autre part, sont équivalents. 

La démonstration est analogue à celle qui a été faite par 
MM. Dufresnoy et Pisot dans le cas d’une fonction méromorphe 
bornée par 1 en module sur la circonférence-unité et ayant un 
seul pôle de module inférieur à 1. Nous l’exposerons briève- 
ment. 

On a, de façon évidente : 

D}(z) = UÙ, + z 
Ef(z) = 1 + U,.z 


| Par conséquent : 
F0 = [Et + Er] (a) —[Dr(@) + Dri) 
[ES (z) — E¥(z)] F(z) —[Dy(z) — D (2)] 
Montrons par récurrence que, de méme, dans les conditions 
d’existence des polynômes considérés : 


Fy(z) = LE) + Ex(2)JF (x) — [Di(z) + D: (2)] 
| [Ex(z) — Ex(z)]F(z) — [Dx(z) —D;(2)] 


1 pour 0<N<S, 
{ si  F(1)= +1, 
—1 si F(1)——1, 


et 
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Considérons la fonction: 
P,(z) = Dyx(z)Ex(z) — Dy(z) EX(z). 

Au voisinage de l’origine : 

P(2)= (VS — Vy)z* + . 
Comme d’autre part : 

P,(z) = 2°P,(z"*), 
on en déduit : 
P,(z) = (Vx — Vis", 


On établit de façon analogue les relations : 


EDEN — Dia (2) = (xVM — a 
Dy.,(2) E$(z) — D(z) Ex.,,(z) = (Us — V#)z"(1 + 2) 

Dé (2)Es(2)— Ds(2)ESs (2) = (Us— Va)z + 2) 

Dy (2) Ex(s) — Dx(z) Ex (2) = (Un— Va) (1 — 5) 

et on en déduit: 

(1) Diy) = Aaa + AL + Ds 
Q) Ex.) =SB= —jes+ BSR + DE 
DEEE + Ds + 2) 
N _ , Uy— Wy + 

GE (= RU + DES + pt AE 


Supposons que : 
_ (EX + Ex)F(z)— (Di + Dy), 
FES — ENG) — (Dy Di) 


et: Ex(z)F(z) — D(z) = (Uy Va)" 


on voit que: 
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On en déduit : 
LES(Us— Vx) + Ex(Vi — Us)]F(2) 
1 — [D¥(Ux— Vx) + Dx( Vx — Ux)] 
2 [Ex(Vs— Ux) — Ex(Ux — Vx) ]F(2) 
— [Dx(Vx— Un) — Di(Ux — Vx)] 
et les formules (1), (2), (3), (4) montrent que: 


F (2) = la at) “eB OP) on [in wale) en le, 
sis RPA «IEE EE EX ...(z)]F(z) — [Dw .(z) — DY,,(2)] 


Par conséquent, pour 0< N<S: 


Fy , ,(z) = 


2Un— Vx — Vu 
F;(0) = 
be Vi— Vi 
Donc: : 
__ 5 Vi — Un F.(0) = 2 Un — Vx 
et le système (c,) entraîne (o.). 
Réciproquement : 
Vettel, Vy = —1, et F(0)Y = Aj. 


[F(0)] < 1 entraîne donc bien que Nowe re 
Les formules (1), (2), (3), (4) montrent que: 


Ve. Vy WE Ua Va 

Par conséquent, si F;(0) \, cela 
entraîne aussi Vy,,— Vx, >0. L’inégalité |F,,,(0) < 1 
entraîne alors Vy, < Ux,, < V$,,. Comme l'égalité |Fs(0)| = 1 
entraîne évidemment Vs < Us = VE ou Vs = Us < Vé, les 
deux systémes sont équivalents. 

Signalons que l’égalité 


Vi Vwi. = 4(Vix — Ux) (Ux — Vx)/(VX — V5) 


entraîne que les différences V$ — Vy vont en décroissant. 


3. Cas général. 


Nous savons faire correspondre a f(z) au moyen d’un nombre 
fini de transformations de trois types une fonction de Schur 
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F (z). Ces transformations sont telles que f(z) est réelle pour 
z réel si et seulement si F (2) l’est, et de rang fini si et seulement 
si F(z) l’est. Soit, dans le cas où elles sont de rang fini, 
f(z) = d(z)/e(z) et F(z) = D(z)/E(z). De la même façon 
que d(z) et e(z) se déduisent dans ce cas particulier de D(z) 
et E(z), nous allons déduire respectivement des couples 
Dx(z) et Ex(z), Dx(2) et Ex(z) correspondant a F(z) les couples 
d(z) et ei (z), d,(z) et e, (2) correspondant à f(z). 

Nous allons considérer les trois types de transformations 
permettant de passer de f(z) a F(z). Pour simplifier les nota- 
tions, nous supposerons toujours que la fonction initiale est 
f(z) elle-même. Nous désignerons par s, le rang et par p, 
le nombre de pôles de la fonction obtenue. Nous supposerons 
l'existence d’un couple de polynômes, d;;(z) ete;.(z) par exemple, 
de degré n,, répondant aux conditions du théorème, correspon- 
dant à cette fonction, et nous en déduirons l’existence d’un 
couple analogue, de degré n, correspondant à f(z). Nous 
supposerons dans chaque cas, ce que nous justifierons par la 
suite que, py << mS. 

Remarquons au préalable que les formules (1), (2), (3), (4) 
établies précédemment pour les polynômes DY(z), Ex(z), Dx(z), 
Ex(z) s’établiraient de la même façon pour tous les polynômes 
d*(z), ex (z), di (z) ex (z) répondant aux conditions du théorème, 
quelle que soit la fonction correspondante. Dans la pratique, 
ces formules permettront donc, si on connaît les deux couples 
de polynômes d’un degré quelconque, de former les suivants 
par récurrence, sans avoir recours à chaque fois au procédé 
que nous allons maintenant employer pour démontrer leur 
existence. 


Transformation 1: Cas où |u| > 1. 
Soit : 
Lu f(z) 7m 
QE TE) 


__ Uofi(z) +7" 
he fie) + ur" 


et 


la transformation inverse. 
On sait que p, = p — ™. 
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Posons : 


=| teytt n(Z z) + Ben, (2) | 
[di(z) + uyz"ei(2)] 


où a est une constante telle que e*(0) = 1. Il est possible de 
trouver une telle constante car n,, étant supérieur a p,, est 
positif, et alors d+ (0) =/,(0). Or, f,(0) est différent de 0. Comme m 
est positif, il en résulte que e*(0) est aussi différent de 0. 
On voit que n =n, + m et que dj(z) = 2’e}(z_'). D’autre 
part: 
(ws — 1) dr, (z) = | vod (2) — en (2) 
"(us — 1) en (z) = a| uex(z) —dz(z)]. 
Si di(z) et ef(z) avaient un facteur commun, il diviserait 
d;(z), et il ne pourrait être lui-même divisible par une puis- 
sance positive de z. Il diviserait donc également e*(z), ce qui 
est impossible. Ainsi, dj(z) et e*(z) sont premiers entre eux. 
Comme |u,| > 1, application du théorème de Rouché à 
l'expression de e}(z) montre que, puisque e(z) a p, zéros dans 
le cercle-unité, e*(z) en a p, + m= p. 
Enfin, on voit que: 
RE Cu EC) 
ar(a) 1 eh our | 
[fi (2) + Uo al Be e* (2) ou," | 


= Fes immed el |b +] 


Transformation 2: Cas où |w| = 1. 
Soit la fonction : 


nf) =2'g,(2), 
+ tte" — 1) f (2) — vf" — 1) 


a — 1)f (2) — (0 — une — 1)’ 
où k est un entier positif ou nul tel que y,(z) soit holomorphe 
à l’origine, et que y,(0) soit différent de 0. Inversement : 
f(z) em — Une" — 1) ¥,(z) — 0,2 (27 — pe 
Uo(z" — 1)y,(z) — (27 + nur" — 1) 2" 


nr 
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Posons : 
GS — 1 2m m 5 2 C 
du = Le — une — 1) de, — (2'" —1}ztei), 
+ 1 x À 
ex (z) = La — 1) dX —u,(z°™ + uu,z" — zen le 


a(z) étant un polynome tel que dj{(z) et e{(z) soient premiers 
entre eux. On a: 


dit (2) = LC [gm 1)6¢ —u,(2°" + ujtins™" —1) di], 


en (z) = 2a [u(z" — UU»z™ — 1 )ex — (2 — 1)d}] 


ce qui montre que, puisque d;(z) et e;(z) sont premiers entre 
eux, a(z) ne peut être qu'un monôme de degré inférieur ou 
égal à 2m + k. Nous distinguerons encore plusieurs cas. 

A) m<m: 

Alors k = 0, et, au voisinage de l’origine : 

¥1(z) = Uy — Un me + <<: 

On a vu d’autre part que p, = p — m'. 

Le lemme du chapitre 1, appliqué à y,(z) — u, montre 
que m — m < p,. On a donc certainement n, > m— m', et, 
au voisinage de l’origine : 

dn(z) 
en (2) 
On voit alors que «(z) = Az" ”, À étant une constante 
2 
. . (77 site 
arbitraire. Comme e*(0) —=—-“"—, nous pouvons choisir A 
+ AU Fm 
de façon que e;(0) = 1. 

D'autre part, n=n, + 2m’, et ex (z) =2"dr(z ’). Le théo- 
rème de Rouché montre que e;(z) a, dans le cercle-unité, 
Pp, + m' = p zéros. Enfin: 


r= [250 att] 


B) m'’ = m: pp:& 
On a encore k = 0, et, au voisinage de l’origine : 


Bal) 


— 2 ,,—1 m—m' 
= Uy — UnUn + m'2 + 


234 CHRISTIANE CHAMFY 


,(0) est différent de u,, donc d;(0) aussi, puisque n, est 
positif. Cela entraîne que «(z) se réduit à une constante A 
que l’on peut choisir telle que ei (0) = 1. 

On a n=n, + 2m et e*(z) = 7z"d;(z"). Le théorème de 
Rouché montre que e*(z) a, dans le cercle-unité, p, + m = p 
zéros. Enfin : 


oem] +] 
Chem. = mi 


k est alors strictement positif, et p = p—m—k. 

y:(0) est différent de 0, et d;(0) aussi. Par conséquent, 
a(z) se réduit à la constante A, que nous choisirons encore 
telle que e*(0) = 1. 

Onan—n,+2m+k, et di(z) =7z"e;(z ‘). Le polynôme 
e*(z) a, dans le cercle-unité, p, + m + k =p zéros. Enfin: 


Em EF M 


Transformation 3: Cas où |u,| < 1. 


Soit : 
f(z) —% 1 
Des ET DE 
et: f(z) = eb) 


Upzh,(z) + 1 
la transformation inverse. 
On sait que p, =p. 
Posons : 
di(z) = Upen,(z) + zd}(z) 
en (2) = e7,(Z) + Upzezx (2) 
dr(z) et er(z) sont de degrén =n, + 1, et d*(z) = z'er (z7*). 
On a e*(0) = 1. D’autre part: 
2(41 — us)di(z) = dt (z) — use (2) 
(1— w)er(z) = ex (2) — Usd (2) 
ce qui montre que, d,(z) et e;(z) étant premiers entre eux, 
dy(z) et e*(z) le sont aussi. 


En vertu du théorème de Rouché, e*(z) a, dans le cercle- 
unité, autant de zéros que e;(z), soit p, = p. 
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Enfin : 
Ga ho) fini hits) [Tin ut) eb nv: 
ei (z) f(z) = ea h,( | [CL 0) ] 


Si nous n'avions pas supposé p, < n, < 8, les démonstra- 
tions précédentes tomberaient en défaut en plusieurs endroits. 
Or, à chaque transformation, on a n—n, > p—p, et il 
est évident que, si s et s, sont finis, s—s —n—n,. Par 
conséquent, on voit de proche en proche qu’on pourra déduire 
un couple de polynômes dj}(z) et e;(z) de tout couple DX(z) 
et EX(z), sauf peut-être pour N = 0. Comme d’autre part, 
n — n, est toujours indépendant de n, on voit que, si n, est 
le degré des polynômes déduits de D'(z) et E*(z), les polynômes 
di(z) et ef(z) existeront pour ny ns. 

On a trouvé dans tous les cas: 


RO or [D oo ]t+ez+ 


ex (z) en,(2) 


où 9,(z) désigne f,(z), y:(z), h(z) suivant le cas, et où c est une 
constante positive. 


Donc : 
da (z) OL FEV — gh—N Dx(z) z) aa 2 C C,z ue 
ex (z) [CE Fe an )| eo ea 


où C est une constante positive. 
Il en résulte que, au voisinage de l’origine : 


da (z) 


ex (z) 


et que Pr — Un = C(Vx — Uy). : , 

On démontrerait de la même façon qu'il existe, pour 
nm <n<s, un couple de polynômes d, (2) et ex (2), déduits 
de Dx(z) et Ex(z), qui répondent aux conditions 1 du théo- 
rème, et qu'on a ¥, — Un = x — Uy). 

On voit d’autre part de proche en proche que, s1 f (a) est 
de rang fini, f(1) = F(1). 


Il en résulte qu’on a les inégalités : 


=u +... +u 2" + ons +: 


PLU LP pour mMEn<S, 
pre apy sar fire zwau<er si f(t)=—t. 
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En adjoignant a ces inégalités celles qui conditionnent la 
formation de F(z), ainsi que celles qui expriment que |F(0)| < 1, 
on retrouve la condition nécessaire et suffisante pour que f (2) À 
ait p pôles dans le Ce unité que nous avons établie au 
chapitre 11. 6 
Remarquons que, la constante C étant indépendante de n,le 
fait que les différences Vi — Vy aillent en décroissant entraîne 
se les différences vf — 9, vont également en de proigsdarts 


: 


an ie Eds Lo 
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DEUXIEME PARTIE 


Fonctions méromorphes ayant un développement de Taylor 
à coefficients entiers au voisinage de l’origine. 


CHAPITRE IV 


CRITÈRE DE RATIONNALITÉ 


Nous désignerons dans ce qui suit par f(z) une fonction 
méromorphe dans le cercle-unité et ayant au voisinage de 
l'origine le développement en série de Taylor: 


f(z) =u + us + tutte, 


où les u, sont des entiers rationnels. Nous dirons pour abréger 
que f(z) est à ccefficients entiers. 
Une classe importante de telles fonctions est formée des 


fractions rationnelles de la forme : f(z) 6 où P(z) et Q(z) 
sont des polynômes à coefficient entiers, et où Q(0} = seks 
Fatou [6] a montré que, réciproquement, toute fraction ration- 
nelle ayant au voisinage de l’origine un développement en 
série de puissances à coefficients entiers peut être mise sous 
cette forme. Un théorème de Borel [1] a montré que, si une 
série entière à coefficients entiers rationnels a un rayon de 
convergence non nul, et si sa somme est prolongeable et méro- 
morphe dans un cercle de rayon R supérieur à 1, c’est une 
fraction rationnelle, c’est-à-dire qu’elle est alors méromorphe 
dans tout le plan complexe. Le cercle-unité est donc le plus 
grand cercle centré à l’origine qu’on puisse assigner comme 
domaine de méromorphie à une fonction à ceefficients entiers 
sans qu’elle soit nécessairement une fraction rationnelle. 
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Le théorème que nous nous proposons de démontrer concerne 
le comportement d’une fonction f(z) non rationnelle au voisi- 
nage de la circonférence-unité. Il généralise dans une certaine 
mesure le théorème suivant dû à M. Salem: 

S’il existe un nombre complexe a, un nombre à > 0 et un 
nombre r< 1 et positif tels que |f(z) —a|>¢ en tout 
point régulier de la couronne r < |z| < 1, alors f(z) est une 
fraction rationnelle. 

En d’autres termes, si f(z) n’est pas une fraction rationnelle, 
elle approche toute valeur dans toute couronne circulaire au 
voisinage de la circonférence-unité. 

Nous allons préciser de quelle façon f(z) approche ainsi 
une valeur arbitraire. Pour la commodité des énoncés, nous 
introduirons les définitions suivantes : 

Étant donné un nombre { tel que {| <1, nous dirons que 
la fonction f(z) prend la valeur a au point z=, si, étant 
donnés deux nombres positifs arbitraires € et n, il existe des 
points intérieurs au cercle-unité en lesquels sont simul- 
tanément vérifiées les inégalités : 


J@e—<e et |f(z) —a<n 


Si z = est un point régulier tel que |¢| 1, la seule valeur 
prise selon cette définition est évidemment f ({). En un même 
point tel que |] = 1, la fonction f(z) peut a priori prendre 
plusieurs valeurs distinctes, et même prendre toute valeur. 

Nous dirons plus précisement que € est zéro d’ordre h de 
f (z) — a, si, la valeur a étant prise par f(z) au point z= Z, 
h est le plus petit entier positif tel qu’il existe deux nombres 
positifs à et e tels que: 


I[f(z) —a](z—t) "| > 
en tout point régulier du domaine défini par 
j4jp< 1 et |z—@<e. 


En un point régulier tel que |¢| < 1, l’ordre, au sens habi- 
tuel du mot, de € comme zéro de f (z) —f (¢), répond à cette 
définition. 

Si nous ne pouvons, à un point z= { tel que |¢| = 4, et 
à une valeur a prise en ce point, faire correspondre un ordre 
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répondant à la définition précédente, nous dirons que € est 
un zéro d'ordre infini de f(z) — a. 


Nous allons démontrer le théorème suivant : 


TaéorèmEe. — S'il existe un nombre complexe a tel que 
f(z) — a n'ait qu'un nombre fini de zéros dans et sur le cercle- 
unité, chaque zéro étant compté avec son ordre, alors f (z) est 
une fraction rationnelle. 

L'hypothèse faite peut encore s’énoncer : f (z) — a n’a qu’un 
nombre fini de zéros dans et sur le cercle-unité, et à chaque 
zéro de module 1 correspond, pour la valeur, a, un ordre fini. 

Ce théorème entraîne celui de M. Salem. En effet, lhypo- 
thèse faite par M. Salem est, selon les définitions précédentes, 
que f (z) — a n’a aucun zéro pour r < |z| < 1. Comme f(z) — a 
n’a, pour toute valeur a, qu’un nombre fini de zéros, d’ordres 
finis, dans |z|<r, la valeur a répond bien à la condition 
ci-dessus. 

Le théorème de M. Salem entraîne que, si f(z) n’est pas une 
fraction rationnelle, on peut toujours trouver une suite %, 
Ze, «s+) 2... telle que le point z =z, tende vers un point 
de la circonférence |z| = 1, et que |f(z,) — a tende vers 0. 
Il peut donc s’énoncer: si f(z) n’est pas une fraction ration- 
nelle, elle prend toute valeur au moins une fois sur [x] = 1. 

Le théorème que nous nous proposons de démontrer permet 
de plus de préciser que: 
ou bien une valeur a est prise effectivement en une infinité 

de points de |z|< 1; 
ou bien elle est prise une infinité de fois sur |z| = te 
ou bien elle est prise au moins une fois avec un ordre infini. 

(Ces différentes hypothèses étant d’ailleurs compatibles.) 

Une valeur a peut fort bien n’être prise effectivement en 
aucun point de |z| < 1. 


DÉMONSTRATION : 

Soient. Uy cer Cea les, Zetos de f(z) — 4, dans A1, 
d’ordres respectifs h,, ..., Ax * 

Si nous formons le polynôme P(z) =C TI (g—G)™, ot C est 


ee L Piz Je ue 
une constante arbitraire, Er est, d’après les RATE 
= er 
faites, une fonction bornée pour |z| < 1: Posons : a«(z) cet , 
en choisissant la constante C de façon que «(0) = 1. 
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Soit : 
(af ed Aner de ME esata 
le développement en série de Taylor de «(z) au voisinage de 


l'origine. Ce développement converge certainement pour 


+ 00 
lz] <4, a(z) étant bornée dans ce domaine, et la série Y {af 
converge. ASE 

D’autre part, si on pose {(z) == P(z) + aa(z), on a: 


f(z) B(z) : 


Il 


Soit : 
TNT EUR EUR 


le développement en série de puissances de {(z) au voisinage 
de l’origine. is 
Désignons par H le degré de P(z), et posons: P(z)= Ÿ p,z', 
où p, = 0 pour n > H. On a alors 8, = p, + aa, "= 
D’autre part, on a évidemment 6, = u, + @U,_, + +++ + a,u,, 
et, en particulier, 6, = uy. 
Considérons le déterminant : 


MU «4 = Die 


Nous savons qu’une condition nécessaire et suffisante pour 
que f(z) soit une fraction rationnelle est qu’il existe un rang n, 
tel que D, = 0 pour n= n,. 

D, est évidemment un entier rationnel. Il suffit donc, pour 
pouvoir affirmer qu’il est nul à partir d’un certain rang n, 
de montrer qu’il tend vers 0 quand n augmente indéfiniment. 


Pour cela, nous utiliserons une majoration classique due à 
M. Hadamard. Nous savons en effet que si: 


dedi... d 


À À : : 
7 M EE = 


on a: 


af (3 1°). 
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Avant de majorer le déterminant D,, nous allons le trans- 
former, de façon à exprimer son terme général en fonction 
des a; et 
| Multiplions les éléments des colonnes successives jusqu’a 
l’avant-dernière Par y, Spay +++) % respectivement, et ajou- 
tons la combinaison linéaire ainsi obtenue à chaque ligne à 
+ D , LAN . 
Pélément correspondant de la dernière colonne. Puis opérons 
de proche en proche une substitution analogue sur toutes les 
colonnes à partir de la dernière: pour la (i + 1)** colonne, 
nous multiplions les éléments des colonnes successives jusqu’à 
la 1°* par &;,...,«, et nous ajoutons la combinaison linéaire 
des éléments des 1 premières colonnes ainsi obtenue à chaque 
ligne à l’élément correspondant de la (4 + 1)°* colonne. On 
obtient ainsi : 


Su RL RG 
Delia e Picea: 4 Pals 
RO ee ae 
ou Pij = Ui,j + Ui gir tt ay 


— Big j— (Hin sys “7 nr + di, jo) 
la formule étant valable même pour i = 0, car: 
Pas — B;—(œi.iu;_: = PP ae Ot; , jUo)- 


Effectuons maintenant des combinaisons analogues sur les 
lignes du déterminant des 9; ;: 

Multiplions les éléments des lignes successives jusqu’à 
Pavant-derniére par &, %,_1, ---, % et ajoutons à l’élément 
correspondant de la dernière ligne la combinaison linéaire 
ainsi obtenue à chaque colonne. Puis répétons l’opération 
pour les lignes successives à partir de la dernière: pour la 
(j + 1)** ligne, nous multiplions les éléments des ] premières 
lignes respectivement par 4, &j_4, ..., % et nous ajoutons la 
combinaison linéaire des éléments des j premières lignes ainsi 
obtenue à chaque colonne à l’élément correspondant de la 
(j + 1)* ligne. Nous obtenons enfin : | 


Wo 0 W400 eee Wn, 0 


a LOT PT oe Writ 
n > 3 . 


Won Win eee Wr, n 


16 
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ou: 
Ws j= Pip Oi jor Ai 0 
=(Bi,j;+ ob. ars ++ a;5;) — [æ (ue Uj_ 1+au Uj_ > +... +a; ;u) 
+ duo Huy s + Ha sue) + +, jo] 
lin Apr ‘a el Pat Bi) — (æ beth! +0 a: Lo 8) 


la formule étant encore valable pour i ou j = 0. 


Les éléments de D, sont alors des formes bilinéaires des «; 


et des §,. C’est cette expression de D, que nous allons utiliser 
pour le majorer. 


Évaluons Ÿ |s, | pour uni quelconque. Comme B,—p,+ aa: 
j=0 
ot Nera [(Pi; à ils, os 0 ;Di) — (i. sPy_ Sabai a; , jPo) | 


= al (a, ; + Ag (a re 04 j0l;) — (a, 1% à siete on a,j)] 
Otto — (Oi. Dj: + stir 18 a; . Po) + ax. 


D’autre part, si 1 <j, certains termes se détruisent, et il 
est facile de voir qu’alors : 


iy Pis ht Gp; (4 iPins F ++ Ei gPo) + aux, 


= w;, i 
Il ne figure alors au second membre que des coefficients p, 
tous différents. Comme p, = 0 pour H < k, on voit que: 
5, | Poll % 5] + [Pil essa] + ++ + [pal [2 jn] + laaia|, 
la formule étant encore valable pour 1 + 7 —H<0 si nous 
posons «, = 0 pour m< 0. 
D’ou, en tenant compte de ce que, pour u et » réels, on a 
(u + ¢)? < 2(u* + 9”): 
(#5, PS 2[({Po] ore) + ++ + [Pal |. jal)’ + fare"), 


Si nous appliquons à la quantité entre parenthèses l’inégalité 
de Cauchy-Schwarz, nous voyons que: 


le (pd bo + pal) (er Eo le ult) + lacet]. 
Si nous posons S = |pl+.…+ipa, A 5 le, vient 
DUTEDU = 
SSH +1)( len!) + jaAle") 


bin, gr 


FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE 243 


On a ainsi pour tout 1: 


C2 


?<K, où K=2A[(H+ 1)S + ja A]. 
J=0 
De plus, étant donné un nombre positif arbitraire y, on 
peut trouver un indice N tel que, pour 1 >N: 


+ 00 
Qt he oat 
DL ES: 
m—i—H 
ce qui entraîne en particulier |#,/<y. Par conséquent, on 
peut trouver un rang N tel que, pour: => N: 


2S(H + 1)( Si jal) + [ahaa Se <A. 


m=t— 
En définitive : 
DST (Set) Ske 
i=0 J—0 / 
avec € < 1 et Net K fixes. 
Par conséquent, |D,| tend vers 0 lorsque n augmente indé- 
finiment. 


Remarques : 


4. Cas de la « valeur infinie » de f(z). 

Nous dirons, par analogie avec les définitions précédemment 
posées, que f(z) prend au point z= (où {| < 1) la valeur 
infinie si, quels que soient < et A positifs, il existe des points 
intérieurs au cercle-unité vérifiant jz — {| <e et |f(z)| > A. 

Nous dirons que z = & est un pôle d’ordre h de f(z) si A est 
le plus petit entier positif tel que f(z)(z — Q)'| soit borné 
supérieurement dans la partie intérieure au cercle-unité d’un 
voisinage de z = € (ce qui, pour un point intérieur au cercle- 
unité, coïncide bien avec la notion habituelle de pôle d’ordre h 
d’une fonction méromorphe). 

Il est donc équivalent de dire que z=(¢ est un pôle 


d'ordre h de f(z) ou que c’est un zéro d’ordre h de a 
C étant une constante arbitraire. Si, en particulier, nous posons 
C =u, — 1, la fonction 
1 1 
f(z) — (u—1)  1+uz+::: 


Il 
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est méromorphe pour lal < < 1 et a au voisinage de l’origine un 
développement en série de Taylor à coefficients entiers. C’est 
évidemment une fraction rationnelle si et seulement si f (2) 
en est une. En appliquant le théorème précédent à la fonction 


———, nous voyons donc que: 
FA = 0" | 

Si une fonction f(z) n’a dans et sur le cercle-unité qu’un 
nombre fini de pôles, d’ordres finis, c’est une fraction ration- 


nelle. 


À Si nous supposons maintenant que f(z) = Bl )/a(z), où 
a(z) et 6(z) admettent les développements en série de puis- 
sances : 

a(z) 1+ oz +... paz" +... 
B(z) =o + Bt bre, 


— 00 +o 


convergents dans le cercle-unité, et tels que 2 lt] et 2 Bm! 


convergent, on peut montrer d’une facon analogue que f(z) 


est une fraction rationnelle. 
+ 00 


et » |B,} convergent à fortiori. 
m=0 


2 


En effet, les séries De CA 
Posons : 


3 lo - A,, 2 |Bn ex B,, 2 let!" — A, D [Bal = B,. 


Nous utiliserons encore la majoration : 


Di <TI( Su). 


On pose : 


ln Bi; + TP Pas CH et Bi j= d,1B; 1 + 54 a; {Bo 
Alors : 


[i,j S2 (Aa? + lt). 
On a: 


[Az IS Bel ++ + lel Bi, 
et 


2, [A jl” <(¥ Bat) (4 + |æ, |? + ASS + CAD) 
+2,05 alleal( 3 IPa-allBa-rl) 


0 
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à la dernière quan- 
tité entre parenthéses donne alors : 


Sts CS BA) CE ++ bel 


On montre de la même façon que: 


+00 


Dust £( 5. lanl) (Bl-+ ++ baal 
Donc : 


5 li S2(A,Bi + AÏB,) pour tout 1, 
Î=0 


— 


et on peut encore trouver N tel que, pour: > N: 


Q > Meal) (++ +lel)+ (3, laa") (Bal + PANNE 7 


Il en résulte encore que |D,| tend vers 0 quand n augmente 
D frément, donc aye f (2) est une fraction rationnelle. — 
fis | 
2 ib 
poe P's pa" | LR DUREE LT Lat picts ee es 
poh de Sets! litte? ad Sebupiitagis® HATS "D eo BE ssh “ 


Bhi mm 5? hi À, vf 47 nn ‘3 > eer ONE 


me 1ivid indvsti¥-tait eb térdmon <3} qqs eh pie 
al Lt 7 Snir | pu 3 is ¢ Vt rs 4 ro { ME: "et RE 

l'a a * sat vs + a = hee E 
masi ah [RP ME IE ind “Sieh lo ats pri ices DEC 
ser * Geb sees Fi eT » 45 Sh h5 tés Th “Arts dp 
pes db ite 4HALSY ai ep 3 174 dinsins ty À 
#11 Citic hil ‘Sr erty eve 
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CHAPITRE V 


FONCTIONS AYANT DEUX POLES DANS LE CERCLE-UNITE 


Il est donc suffisant, pour qu’une fonction f (z) à coefficients 
entiers soit une fraction rationnelle, qu’elle soit bornée au voisi- 
nage de la circonférence-unité. Cette condition n’est évidem- 
ment pas nécessaire, et caractérise les fractions rationnelles 
qui n’ont pas de pôles sur la circonférence-unité. 

Considérons les fractions rationnelles f(z) qui ont un seul 
pôle à l’intérieur du cercle-unité et n’en ont pas sur la frontière. 
Les pôles de ces fonctions sont, d’après le théorème de Fatou, 
des inverses d’entiers algébriques. La famille de leurs pôles 
intérieurs au cercle-unité est celle des inverses des entiers 
algébriques appelés nombres de Pisot-Vijayaraghavan. Ces 
nombres de Pisot-Vijayaraghavan, évidemment réels, ont la 
propriété remarquable, établie par M. Salem [9], de former un 
ensemble fermé. Il est en de même de leurs inverses, dont nous 
désignerons l’ensemble par S,. La valeur absolue des nombres de 
Pisot- -Vijayaraghavan possède donc un minimum strictement 
supérieur à 1, trouvé par M. Siegel [12]: ce minimum est 
atteint pour le zéro supérieur à 1 de z*—z— 1, et pour son 
opposé. Les nombres de S, ayant la valeur abaolue maxima 
sont donc le zéro compris entre 0 et 1 de z° + z’—1, que nous 
désignerons par 0,, et son opposé, zéro de z° — z? + 1, Par 
conséquent une fonction a coefficients entiers ayant un seul 
pôle dans le cercle-unité n’est certainement pas bornée au 
voisinage de la circonférence-unité si ce pole a une valeur 
absolue supérieure a 9,. 

Nous allons montrer que, de méme, il existe une couronne 


| 
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au voisinage de la circonférence-unité telle que, si une fonction 
à coefficients entiers n’ayant que deux pôles de module infé- 
rieur à 1 a ces deux pôles dans cette couronne, elle n’est certai- 
nement pas bornée au voisinage de la circonférence-unité. 

Soit done f(z) une fraction rationnelle qui a deux pôles 
simples de module inférieur à 1 et n’en a pas de module 1. 
Nous allons étudier l’ensemble des pôles intérieurs au cercle- 
unité de ces fonctions, et montrer que les deux pôles d’une 
même fonction ne peuvent approcher simultanément trop 
près de la circonférence-unité. L'ensemble de ces pôles de 
module inférieur à 1 est celui des inverses d’entiers algébriques 
qui ont, ainsi qu'un autre de leurs conjugués, un module 
inférieur à 1, et ont tous leurs autres conjugués de module 
supérieur à 1. Dans cet ensemble, il convient de distinguer 
deux sous-ensembles, suivant que les deux conjugués de module 
inférieur à 1 sont réels ou imaginaires conjugués. Nous désigne- 
rons par S, le sous-ensemble des nombres réels et par 5} le 
sous-ensemble des nombres imaginaires. 

M. Kelly [7] a démontré que l’ensemble 5, + S} est lui aussi 
fermé, les nombres limites de S} appartenant à S° s’ils sont ima- 
ginaires, à S, s ils sont réels. Cela montre en particulier qu’il 
n’y a pas d’accumulation de nombres de S; au voisinage de 
la circonférence-unité. Nous nous proposons de déterminer, 
en appliquant les résultats de la premiére partie, les nombres 
de S} qui ont le module maximum. 

Nous ne savons pas, d’autre part, déterminer dans tous les 
cas la nature des limites des nombres de $,, lorsqu’on impose 
aux deux nombres conjugués de tendre simultanément vers une 
limite. Nous savons montrer que: ou bien les deux nombres 
tendent vers deux nombres conjugués de §,, ou bien l’un des 
deux tend vers un nombre de $,, et même de son ensemble 
dérivé et nous ne savons rien dire de la limite de l’autre. Nous 
montrerons ici que les deux nombres d’un méme couple ne 
peuvent approcher simultanément de la circonférence-unité. 

Nous désignerons désormais par « et $ deux nombres conju- 
gués appartenant soit à S,, soit à S;, et par Q(z) le polynôme 
irréductible à coefficients entiers dont ils sont zéros. Soit : 


Q(z) = 1 + az + -:. + az. 


En particulier, si s = 2, on voit que || et |f| ne peuvent être 
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1 


simultanément supérieurs a ee. puisqu’on a alors CUS 
V 


Si s = 3, a et 6 sont alors les conjugués d’un nombre th 
Pisot- Vijayaraghavan du troisième degré. Or, les nombres 0,7 
et — 0,~* sont précisément du troisième degré, et leurs conju- 
gués sont imaginaires. Donc, le maximum du module pour les 


nombres de S; qui sont de troisième degré est V0,. Cette quan- 


tité est peu différente de 0,869..., et par conséquent supérieure 


1 


à. Ce maximum n’est atteint que pour deux couples oppo- 

V2 
sés, reapectiyement formés des zéros intérieurs au cercle- 
unité de : 3° — 3 — 1 et 3° — z + 1. D’autre part, il n’y a 
pas de nombres x et 6 de S, du troisième degré dont les valeurs 
absolues soient simultanément supérieures ou égales a cette 
valeur \/0,. 

Enfin, une autre famille remarquable de nombres « et § 
est formée des racines carrées des nombres de S,: ce sont les 
nombres imaginaires purs de 5;, d’une part, et les nombres « 
et 6 de S, qui sont opposés, d’autre part. Le maximum du 
module pour les nombres de S; imaginaires purs est donc encore 


V0,, ce maximum étant atteint pour les zéros intérieurs au 
cercle-unité de z° — z' + 1. D’autre part, le maximum de la 
valeur absolue des nombres « et 8 de S, qui sont opposés est 
également \/0,, ce maximum étant atteint pour les zéros inté- 
rieurs au cercle-unité de z° + z' — 1. 

Nous allons montrer que cette valeur \/§, est le maximum 
cherché pour le module des nombres de 5S}, que ce maximum 
n’est atteint que pour les trois couples trouvés ci-dessus, et que, 
d’autre part, il n’existe pas de couple de nombres de S,, autre 
que celui que nous venons de mettre en évidence, satisfai- 
sant a: 


(1) jaj>Vo, et [BlZ V0. 


Nous supposerons désormais les inégalités (1) vérifiées. 

Parmi les fonctions ayant un développement en série de 
Taylor au voisinage de l’origine à coefficients entiers, ayant « 
et 5 pour seuls pôles dans le cercle- “unité, et n’ayant pas de 
pôles sur ce cercle, nous associerons à « et B, selon une idée de 
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M. Salem, la fraction rationnelle : 


où P(z) = ez°Q(z7'), € étant choisi égal à + 1 de telle sorte 
que ea soit positif. 
Nous poserons encore, au voisinage de l’origine : 
fiz)=u +uz+...+u,z +... 
où les u, sont entiers et où Up = ea, est positif par hypothèse. 


49 La fonction: 


cine ry P= =B. 


est holomorphe dans le cercle-unité, et telle que, sur ce cercle, 

|G(z)| = 1. Die : 
C’est donc une fonction de Schur, et nous allons lui appliquer 

le lemme de Schwarz, selon le procédé rappelé au chapitre 


premier 
Exprimons que: 
(2) |G(0)/ S14. 
Cette inégalité s’écrit: u, |a|< 1. 1 


Les inégalités (1) montrent que jae] > 
Conclusion: u, = 


2° |G (0)| est alors inférieur à 1, et nous pouvons appliquer 
le lemme de Schwarz à la fonction de Schur: 


_ G)—G(0) 1 
GET G0) GG) z 
Exprimons donc que: 
(3) |G,(0)| St. 
On a: 


G,(0) 75 u,af Ft (æ He Be af) 


1— a? 
et, par conséquent, l’inégalité (3) est équivalente a: 


— (1—a8)(1—a)(1—8) Sab < (4 —2B)(4 + @)( + 8) 


250 CHRISTIANE CHAMFY 
Or, les inégalités (1) entrainent dans tous les cas que: 
Ut gg (La) + a) + 8) 
fag |B | 


sont positifs. En effet : 
Si af est négatif, ces deux quantités sont bornées inférieure- 
ment par: 


Dla) — (4 + lab) + [ej)(1 — (8), 
jae | 
en supposant que [6] < |q|. 
Le numérateur de cette derniére expression est lui-méme 
borné inférieurement par ZEND 1-205) qui est positif. 
Si a@ est positif, les deux différences sont bornées inférieure- 
ment par: 


208 — (1—aB)(4 + |a))(4 +16) 
af 
dont le numérateur est lui-même borné inférieurement par 
20, — (1 — 0,)(4 + V/0,)?, qui est positif. 
Conclusion : u, ne peut étre égal qu’a — 1, 0, ou + 1. 
Examinons d’autre part, le cas où |G,(0)| = 1: 
Alors G,(z) =¢’, où € = + 1, et: 
f= (%z— 1)(Bz—1)(aB + e’z) 
(z— a)(z— B)(4 + e’aBz) 
a et 6 sont donc du second ou du troisième degré. Nous avons 
déjà étudié ces nombres. 


30 Supposons donc |G,(0)| < 1, et formons la fonction de 
Schur : 


Exprimons que: 


(4) |G,(0)| S14. 


panne 
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et : 
wef (1 — 6?) + (1— af) (1 —a*)(1— 8?) 
G,(0) = pee (8) = od Pah) =F ai 
(I= ab) a E) + mala + EN — af) —a 6 
Le dénominateur de G,(0) vaut (1 — «’6*)*[1 — G(0)]. 
Il est done positif, et (4) ads RE nt B*)*[ (0) ] 


2(1 — aB)(1— a*)(1— 6") + wife + B)(1—a8) 
te Ca < u,aB(1 + af) 
et : uaf(1 — oS) <u(a + B)(1— 08") — xp" 


Si u,(« + B) est positif, le premier membre de la première 
de ces inégalités est positif, ce qui entraîne u,af > 0. La seconde 
inégalité entraîne alors: 


bu < UT BL 26") — cf 
_ {ee — |B) 

Comme « et B satisfont à (1), le second membre de cette 
dernière inégalité est strictement inférieur à 1, et il n’y a pas 
de valeur entière de u, satisfaisant à (4). 

Si u,(a + 6) est négatif, le second membre de la seconde 
inégalité est négatif, ce qui entraine Us, a << 0. La première 
inégalité s’écrit alors: 

44 —af)(1—2°)(1—B) la + BCL + 28)" + af 

< — ut + 28) 
et le premier membre de cette inégalité est positif, car a et 
8 satisfont à (1). 

Conclusion: Il est donc impossible que u, = + 1, et on a 
nécessairement u, = 0. 


B) Supposons done u, = OF 


Alors : | ( 
GO) =F af 
et 
G,(0) = uaf(t + af) + (1 —2)(1— a!) — FT, 


(1—a$)(1—2#")(1—6) 
Le dénominateur de G,(0) vaut encore 


(1 + af)*(4 — #6)[4 — Gi(0)], 
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qui est positif. Donc, (4) est équivalente a : 
—2(1 — of)(1 — @)(1 — 6") < waB(t + 28) <0. 


Le lemme du chapitre 11, appliqué a f(z) — 1, montre 
d’autre part que u, ne peut être nul. Donc u,af est négatif. 
La première inégalité montre que: 


(4 + 8) —(1— o)(4— at)(4— 6) 
2— in| 22 all + af) aaa 


Si a et 8 sont imaginaires, le numérateur du second membre 
est borné inférieurement par : 


aB(1 + a6) — (1 — aB)(4 + |a|*)(1 + |BI’); 


qui est positif car « et B satisfont à (1). 
Si « et 6 sont réels, ce numérateur est borné inférieurement 
par : 


|| (1 — af) — 2(1 —|a|’) (1 —16P), 


qui est également positif. 

Donc, 2 — |u,| est positif dans tous les cas, et on ne peut 
avoir que u, = + 1. 

Enfin, si « et 6 sont réels et de même signe, u, est négatif, et : 


so BU + 28) — 21 — a8) (1— a) (1— 8") 
eles OU TL 


La quantité entre crochets est > 0,(1 + 0,)—2(1—0,)} > 0, 
et il n’y a donc pas de valeur entière de uw, satisfaisant à (4) 
dans ce cas. 

Conclusion: si « et 8 sont imaginaires, u, = — 1; 

s’ils sont réels, ils sont nécessairement de signes 
contraires et u, = + 1. 
Examinons d’autre part le cas où |G,(0)| = 1. 


C) Si G,(z) = + 1: 


On trouve alors : 


ap ebay eg) 
(2) (a#z—1)(6z—1) 


Donc f(z) = 1. Nous sommes dans le cas où Q(z) est un 
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polynéme réciproque, évidemment du quatriéme degré. Etant 
irréductible, il est nécessairement de la forme: 


Q(z) = 2° + a,z° + az + a,z + 1, 
où a, et a, sont entiers rationnels. 


Soit T(Z) = Z? + a,Z + a, — 2 le polynôme déduit de Q(z) 


en posant Z=z sey 


% 

Si « et 8 appartiennent à S;, nous sommes dans le cas où 
T(Z) a ses deux zéros imaginaires. Ce cas est donc caractérisé 
par: a; < 4(a, — 2). ii ea 2 

L’équation qui a pour racines «8, —,—, + est alors: 

qb its sd 
z*— (a, — 2) 2° + (2 + ai — 2a,) 2 — (a, —2)z + 1=0. 


#8 est la seule racine comprise entre 0 et 1 de cette équation. 
Il est aisé de vérifier que; si aï < 4(a, — 2), cette racine est 
inférieure à 0,; par conséquent, « et % ne peuvent satisfaire 
à (1). 
Si « et 8 appartiennent à S,, nous sommes dans le cas où 
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs à 2 en valeur absolue. 
On a alors: 
A + Vai —4(a,—2) 
2 
—a,—Va} —4(a,— 2) 
2 
Z, et Z, désignant les deux zéros de T(Z). Si Zu est celle de 


ces deux quantités qui a la plus grande valeur absolue, on 
voit que: 


et Z, == 


> 


eu) = + [lao] + Ve —4(e,— 2) 


Les deux zéros de Q(z) qui appartiennent à 5, ont respec- 
tivement pour valeur absolue : 


ea Z| —VZi—4 
:., 2 


A 


7 Tou i=1 ou 2. 


|z| est donc fonction décroissante de |Z,|, et la plus petite 
de ces deux valeurs absolues correspond à |Zl. 
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D’autre part, |Zm| est, pour a, donné, fonction croissante 
de |a,|, et, pour a, donné, fonction décroissante de a,. Or, 
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs à 2 en valeur absolue : 


ou bien quand T(2) et T(— 2) sont < 0, soit: 
ae pre ogtic’ BODY 
a, est alors nécessairement < — 2, et, pour a, donné: 


ee a Sere s 
© 5 


Donc : [Zul => V5; 

ou bien, T(2) et T(— 2) étant > 0, quand le discriminant 
de l’équation : T(Z) = 0 est > 0 et la demi-somme des racines 
> 2 en valeur absolue. Les conditions exigées sont donc: 


— (2+ a) <—2a, << 2+ a, 
et 
a; — 4(a, — 2) > 0 
la) > 4. 


La deuxiéme inégalité montre que, pour a, donné: 
la] + 1 


et la troisième inégalité montre alors que: |Zy| > 3. 
Celui des deux zéros de Q(z) appartenant à S, qui a la plus 
petite valeur absolue est donc dans tous les cas tel que: 


ÿ5 "4 


2 <V8,. 


LES 


Ces deux zéros ne peuvent donc satisfaire à (1). 
D) Si G,(z) = — 1: 
On trouve que Q(z) est proportionnel a: 
1—«@) 1 
eae n( 2 + EAU 2) 
ep + EH, + 2 


Si ce polynôme n’est pas irréductible, « et 8 sont du troi- 
sième degré au plus, et nous retrouvons un cas étudié. 


EP | Ft 


FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE 255 


o 


Si le polynéme est irréductible, on a: 


Og 2 + CHU 8), | bof) —a)(1— 6), 


af (1 + ai) a(1 + af) 
__(@+ PB) + 26") 
+ “T7 
Or, la condition G,(0) = — 1 s’écrit, puisque u, = + 1: 


2(1—a6)(1—a*)(1—B*) = + af(l + af)" 

Le coefficient de z dans Q(z) est donc égal eae ce qui 
est contraire à l’hypothèse selon laquelle ces coefficients sont 
entiers. 

Conclusion: Il est impossible que |G,(0)| = 1. 

40 On peut alors former la fonction de Schur : 
a, G,(z) —G,(0) 4 
~ 41—G,(0)G,(z) z 
et lui appliquer le lemme de Schwarz. Exprimons que: 

(9) |G,(0)| S14. 

On trouve: 

waG(d—a8)(1—at\(1— 8) pa) 

6.0) le EH — I) 

(0) = Fal ah —a)(1— 6) — BE + of) 

Le dénominateur de G,(0) vaut: 

— u,ab(1 — a8)(1 — «*)(1— B*)[1 + G,(0)], 


et cette quantité est positive, car u,« est négatif dans tous 
les cas. 
L’inégalité (5) est donc équivalente a: 
af[2u(1—aB)(1—a')(1— 8) + o6(L-+ 26] 
(a pute (ta) 6) 2B) <a 
—u,26(1 — af)(4—a*)(1— 5) æ 


G,(z) 


et 
— aB[2u,(4—aB)(1—2?)(1— 8’) +af(l+af)] 
— u,«(4—a«h)(4—a’)(1— 8B") sna 
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Soit : .(a, B) <— Us S P,(%, B) 


Comme u, vaut + 1 ou — 1, ces deux inégalités entraîne- 
ront nécessairement u, — 0 si 1 + œ,(x, 8) et 1 — o.(x, f) 
sont positifs, c’est-à-dire si 


af[u(1 —af)(1—a*)(1—B") + af(1 + a f)] | 
+ e'(a + 6)[u,(1—a’6*)(1— a?)(1 — B*) + «?B| 


est positif pour & = + 1 et ec’ = —1. Les couples «, 6 de S, 
et Si étant deux à deux opposés, nous pouvons nous borner 
à étudier ces inégalités dans le cas où a + B est positif ou 
nul. D’autre part, le coefficient de <'(a + $) dans l’expression 
ci-dessus est positif dans tous les cas quand & et § satisfont 
à (1). Il suffit donc, pour pouvoir affirmer que u, = 0, de vérifier 
que 


HAE ce — 6°) + aÿ(1 + aÿ)] 
— (% + fjlu(t— ep) — a*)(1— B*) + a] 


est positif, en supposant « + 6 non négatif. Cette dernière 
expression vaut encore : 


- (1—a)(4—B)[aB(u, + 9B —u,0°6*) 
| — ua(a + B)(1— 26) — u(a + 6)°(4 —a°B*)] 


et a le signe de la quantité entre crochets, que nous désignerons 


par p;(«, 8). 


Si a et 6 sont imaginaires, u, = — À et: 
pa(a, B)=af(a + af —1)+ (a+ B)(1—a°B")+(a+ By (1— xp"). 


Si «8 est supérieur ou égal a 0,, &°G° + «8 — 1 est positif, 
et, par conséquent, 9,(%, G) est positif si « et BG sont imagi- 
naires et satisfont à (1). 

Si a et 6 sont réels, u, — + 1, et a et 8 sont de signes 
contraires. Supposons que « soit positif. On voit alors facile- 
ment que 9,(«, B) est fonction décroissante de af et de « + 6, 
donc de 6. Comme § est inférieur ou égal à —\/0,, cela entraîne 
(a, 6) > 9,(a, — 05): Enfin, 9,(a, =Vi5) est elle-même 
fonction décroissante de «, et on vérifie aisément que 
(+ i V/0,) est positif. 

PRES Quand « et { satisfont à (1), on a nécessairement 

= 0, dans tous les cas. Le développement en série de puis- 


one 
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sances de f(z) au voisinage de l’origine est donc nécessaire- 
ment de la forme: 


f(z) H1+u,2 + uzi+---, 
où u, = + 1 sia et 8 appartiennent à 5,, et u, = — 1 sia et 8 
appartiennent à S}. 


5° Considérons la fonction: 


g,(z) = (us >— 1) f(z),— (2° —1) 
@@—)fl@ —(@—we—1) 


Au voisinage de l’origine : 


a — (t—u,)2° + aes 
g1(z) = —U,2Z° + A 


De l’étude faite au chapitre 11, 29, il résulte que g,(z) est holo- 
morphe dans le cercle-unité, et que u, est différent de 0. Comme 
\g.(z)| = 1 sur le cercle-unité, g,(z) est une fonction de Schur, 
et, en vertu du lemme de Schwarz: |g,(0)| <1. Comme uy, 
est entier, ceci est équivalent à : |u,4| > 1. 

Considérons la fonction de Schur: 


Lam) — 20) 1 
8) = 1 Es 2 


Nous pouvons en particulier exprimer que: (g,(a)|< 1, 
soit : 


(6) 
A) Sia et 8 sont imaginaires, l'inégalité (6) est équivalente a: 


(ue —1) (Bust — 1) | 
<a {at + (u,— 1)e—1][8" + (u.—1)B —1| 


1 oo +u,u,0?—1 à 


a a —u(u;—1)x —1|— 


soit : 


pa, = ua f"(1— 28) + u[2a%8 + (1+ a8) (1— 067) (a? + 6°) 
—aB[(1— 08%) (a? + B*) + 08%] + (1— a*)(1—-B") (128) SO. 


Pour tout couple «, B satisfaisant à (1), dx, 8) est une 
fonction croissante de u,. D’autre part, le premier membre 
peut étre considéré comme une fonction des variables indépen- 


dantes a? + 8° et a8. Pour #8 constant, et a et 8 satisfaisant 
17 
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à (1), et pour u, supérieur à 1, c’est une fonction croissante de 
a’ + 8°, qui est toujours supérieur ou égal à — 2 a8. Donc, si on 
suppose u, supérieur a 1: 


(a, B) = 4a" a chad te a'B*— (1 + aB)( Hae Sh 
+ 2061 — 087) — 8° + (A — x) (1 — af) 


et il “ab aisé de vérifier que le second membre est > 0 si 
Opes srt. 

8 pe (6) ne peut donc être satisfaite si u, > 2. Ona 
donc nécessairement u, = 1 si « et 8 sont imaginaires. 


B) Si « et G sont réels, l'inégalité (6) est équivalente a: 


LR +1. 


—= a a —(u,—1)a 


a et B étant alors de signes contraires, on peut supposer « 
positif. La seconde inégalité ci-dessus s’écrit : 


(4 — a) (4 — a) — (u, — 1e — ua > 0. 
Or, si u, est supérieur à 1, on a: 
Ua) (tt) —(u, — La — 0? (4— a) (1 — at) — 0 — 9, 
et (1 — a) (1 — a’) —a’— 24° est négatif, car a satisfait à (1). 
Conclusion: on a nécessairement u, = 1. 


60 Si u, = 1, on a, au voisinage de l’origine : 


g:(z) Sea : : 


Il 


où n est supérieur à 4, et où les coefficients des développements 
du numérateur et du dénominateur sont entiers. Le dévelop- 
pement en série de Taylor de g,(z) dans le cercle-unité est 
donc à coefficients entiers. Comme |g,(z)| = 1 sur le cercle- 
unité, g,(z) se réduit nécessairement à un monôme de la forme 
e’ æ, où € = + À, et où p est positif. 


(2 — 1) — e'z"(z' — u,z —1) 


(2° + ur —1) — (2 1) 
A) Si p est pair: a et 8 sont zéros de 


(2° + us — 1) — 6e 27?" (z — 1), 


Donc: f(z) = 


Breen rs 
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en posant p= 2p’. Or, les polynômes (2° = z— 1) + 2?'(z* — 1) 
sont, pour tout entier p’, des polynémes irréductibles dont l’un 
des zéros appartient à 5,. Les nombres D, et — 0, appartiennent 
à cette famille et correspondent a p = 1, et aun choix de signes 
convenable. 

a et 8 sont donc dans ce cas les racines carrées d’un nombre 
de S, positif ou négatif, et nous retrouvons un cas étudié précé- 
demment. 

B) Si p est impair: Posons p= 2p’ + 1, où p' est supé- 
rieur ou égal à 0. 

Changer e/ en —’ revenant à remplacer « et 6 par leurs 
opposés, on peut supposer que € = + 1. 

Si « et 8 sont réels, on suppose encore « positif. On doit 
avoir : 


a? — (1—a')(4—aP’*") = 0. 
Or la condition «=> \/0, est dans ce cas équivalente a: 
a® + og —1>0. 
On vérifie que cette inégalité entraîne: 
(4 0")(1— a") 0. 


Il est donc impossible que « et B satisfassent à (1) dans 
ce cas. 
Si æ et § sont imaginaires : 


On doit avoir: |a?’*'| — 


ght gum 4 
of 


soit : 


7 + a*f*)*[1 — (af) "1 + aff + (a + pt af) 
FE arr — (a+ BY (ag <0. 


a + f° est supérieur ou égal à — 248, et le premier membre 


de l'égalité (7) est borné inférieurement par: 
qe, B) = (a*B* + a8 — 1)? — (ap) (8) 


(1) est dans ce cas équivalente a: (af) + (a6)? —1 = 0, 
et entraine par conséquent : 


: P a, (a a°B* + af — 1) )?— («B)??”*" 
pi te (a8 + ab —1)'— (a6) 
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Cette dernière expression est, pour une valeur donnée de af, 
fonction croissante de p'. Pour p' = 4, elle vaut: 


(1 — afs)[(aB)® + (@B)*— 4][(aB)”** + (2B)? + af —1] 


qui est positif ou nul, car a et f satisfont à (1). Done, si p’ 
est supérieur ou égal à 1, le premier membre de l’égalité (7) 
est positif pour tout couple a, 6 satisfaisant a (1). 

Enfin, si p’ = 0, Q(z) = (2 — 7 — 1) — (2° —1)retion 
vérifie que les deux zéros de ce polynéme intérieurs au cercle- 
unité sont imaginaires. Le polynôme dont les zéros sont les 
produits deux à deux de ceux de Q(z) est: 


TZ) 7e 7 Er ee ee A 


et af est certainement son plus petit zéro positif. Or, T(0) = + 1 
et on vérifie que T(0,) est < 0. On a donc certainement «8 < 6,. 
Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : 
Il n'existe pas de couples de nombres de S} dont le module soit 


supérieur à V6,. Il en existe trois couples et trois seulement 
dont le module vaut V0,. Ces nombres sont respectivement zéros 


-de 2 —z2' +1, 2—z—1l, de 2—z+1. 

Le seul couple de nombres de S, dont les valeurs absolues sovent 
simultanément supérieures ou égales à V0, est formé des nombres 
+ VB, et — V0,, zéros de 2° + z* — 1. 

D’autre part, si une fraction rationnelle à coefficients entiers 
a pour seul pôle de module inférieur ou égal à 1 un pôle double 
de module strictement inférieur à 1, ce pôle appartient à S,. 
Par conséquent, sa valeur absolue est certainement inférieure 
à V0,. 

Nous pouvons done énoncer : 

Si une fonction f (z) à coefficients entiers n'a que deux pôles, 
distincts ou confondus, à l’intérieur du cercle-unité, et si ces 


deux pôles ont un module supérieur à V0,, f (z) n’est certaine- 
ment pas bornée au voisinage de la circonférence-unité. 
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CARTAN’S BALAYAGE THEORY 
FOR HYPERBOLIC RIEMANN SURFACES 


par R. E. EDWARDS. 


§ 1. — Introduction. 


Cartan’s general theory of balayage ([1], [2], [3]), as applied 
to Newtonian and Rieszian potentials in R”, depends on 
foundations which split broadly into two categories 

(1) The theorem of Evans-Vasilesco-Frostman, Frostman’s 
Maximum Principle, Riesz’s Representation Theorem, and 
various corollaries of these. 

(II) The positive definite character of the energy integral, 
and the completeness of the space of positive measures of 
finite energy. 

In [2] the two categories are not kept entirely separate; for 
example, the first part of (II) combines with the Riesz Theorem 
to give the Maximum Principle in (I). However, we shall 
find it convenient to make the separation, which is certainly 
legitimate. | 

The first part of (II) amounts to the validity of the Schwarz- 
like inequality 


(5) (4, ¥) < Tail. M] 
for positive measures y and v, where 
(a, vy) = [ Uray= [U' du = ff g(a, y) du(a) arly), 
l= +V (ys 2) 


and g is the appropriate kernel. 
In the cases mentioned, (S) can be proved at the outset, 
independently of results of the category (1), by using the 
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group structure and convolutions; concerning this, see also 
Ohtsuka [4]. 

The possibility of extending Cartan’s method has been consi- 
dered by several writers. In particular, Bader [5] and Parreau 
[6] assert that the theory can be extended to the case of 
Greenian potentials on a hyperbolic Riemann surface. The 
present writer feels the need for some details regarding this, 
and it is to this question that the present paper is devoted. 

Results of category (I) do indeed go over without essential 
change. But it would appear that a fundamental change in 
tactics is required to cope with category (II). There is now 
apparent no method of establishing (S) at the outset. Failing 
anything better, it has been found necessary to develop a 
very primitive form of balayage theory, based upon (I) in 
a manner similar to the earlier theories of Frostman and de 
la Vallée Poussin, and to use this at the earliest possible 
moment to yield (S). 

Thus, it will be assumed that results in category (I) have 
been established (see the beginning of § 2 for some comments 
on this) and a bee-line is then set for a proof of (S). We 
shall at no place turn aside to develop the initial balayage 
theory, since it is certain that Cartan’s theory, once obtained, 
is more powerful. 

For the case of quite general convolution kernels on R", 
Ninomiya [8], [9] has given a complete and elegant discussion 
of the positive-definite character of the energy integral in rela- 
tion to results of category (I). There is apparent no reason 
why his methods should not be adapted to the case of Greenian 
potentials, thus deriving an alternative approach for this 
case. I am grateful to Mr. R. F. Hoskins for drawing my 
attention to Ninomiya’s work. 


§ 2. — Preliminaries. 


In all that follows, X denotes a hyperbolic Riemann surface 
with Green’s function g. The potential U* of a positive 
(Radon) measure #% on X is the function. 


Ur(a) = f g(a, y) du (y), 
the mutual energy (x, v) being defined as in § 4. 


methods [10]. 


pars 
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Regarding results in category (I), we refer the reader to 
the rapid survey in ([6], pp. 124-7); in relation to the Maxi- 
mum Principle, see also Ninomiya’s adaptation of Y. Yosida’s 
proof ({7], pp. 2-3), which may in turn be adapted to the 
present case. 

The minimising principles to which we revert depend only 
on perfectly general results in integration theory. Into the 
set of measures on X we introduce the vague topology ([2], 
§1). It is well known that a set © of measures is relatively 
vaguely compact if and only if, for each compact Ke X, 

Supues [H(K) < + 0. 
Moreover, since g is lower semicontinuous on X X X, the 
mutual energy (u, v) is lower semicontinuous for the product 
of the vague topology on the set of positive measures. 

The proofs (though not the statements) of Theorems A 
and A’ below involve mixed measures of finiteenergy. These 
are handled with ease only after (S) is proved, prior to which 
their manipulation is somewhat tedious. The definition we 
work with initially is that a real measure À has finite energy 
if and only if 

Piles WA) Aes Be) 
are all finite, in which case we define 


FIAT se [AT = 2(a", 47) 


the positive measures A~ and A~ being those obtained in the 
minimal decomposition of À. 

For our restricted purposes, we need only the concept of 
interior capacity c(E) for Borel sets Ec X: 


o(E) = 1 Inf | 

y. ranging over all positive measures of total mass one which 

are concentrated on E; if this set of measures is empty, we 

define c(E) = 0. A property of points of X is said to hold 

p.p.p. if the set where it fails to hold has zero interior capacity. 
§ 3. — Basic Theorems. 


For the proofs of Theorems A and A’ we revert to Frostman’s 


he 
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Turorem A. — Suppose Ke X is compact and c(K) > 0, 
and suppose given a measure « > 0 with U* continuous, together 
with a number m > 0. Then 

(i) G#(v) =||y||’—2(a, v) realises its finite minimum g(x, m, K) 
on the set M,,(K) of measures y > 0 which are concentrated on K 
and have total mass m; 

(1) if we define 

(3.1) k—=k (a, m,K) =m {g (a, m, K) + (a, p)} 


u being any minimising measure, then 


(3. 2) Ur< Ut+k everywhere 

(3. 3) Ur = U* +k p.p.p. on K. 

THeorem A’. — Suppose K and « are as in Theorem A. 
Then 


(i) G*(v) realises its finite minimum g(a, K) on the set M(k) 
of measures y >0 concentrated on K; 

(ii) if w is any minimising measure, (3.2) and (3. 3) hold 
provided we take k=0 when «=0 and otherwise k = k(a, 


m, K) with m= | dp. 


Proofs. Consider first the existence of minimising measures. 
In either case, G*(v) is lower semicontinuous for the vague 
topology. MM,(K) is vaguely compact. This suffices to 
ensure the existence of a minimising measure in Theorem A, 
and also the finiteness of g(a, m, K) and of ||u||?. 

For Theorem A’, if we put a = Sup,ex U*(x) and N = fé, 
then 

(3. 4) G* (v) > N*/e(K) — 2aN > — a/?c(K) 
so that g(a, K) >—o. Since also c(K) > 0, g(a, K)< + 0. 
Thus g(a, K) is finite. Take now any sequence (v,) for which 
G*(v,) > g(a, K). By (3. 4) it follows that N, = fd, remains 
bounded. Consequently (v,) admits a vague limiting point y. 
This p is then minimising. Moreover, it is easily shown 
that, if «à Æ 0, then pu ~0 and so m= f du > 0. 


The proof of (3. 2) and (3. 3) is common to both theorems 
and proceeds exactly as in Section 17 of [10]. As has been 
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said, the arguments involve mixed measures of finite energy 
and a little care must be taken to justify their manipulation. 

The next step is to use Theorem A to establish a uniqueness 
theorem, which will in turn reflect upon Theorems A and A’. 


Tueorem B. — Let K be as in Theorem A, and let À be any 
positive measure with U\ = + 2%. Suppose that li = 1, 2) 
are positive measures of finite energy concentrated on K which 
satisfy 

G) f dus = f dus; 


(ii) there are numbers k(t = 1, 2) such that 


(3. 5) Ur = U + k, (pret) 2) 
p-p-p- on K. 
Then 
vt tome lS 


Proof. On the basis of Theorem A we select, for each 
a > 0 having a compact support and continuous potential, 
a minimising measure «', m being taken to be unity. (Actually, 
it is enough to do this for countably many suitably selected 


a's.) We write k, = k(a, 1, K), m= | du. Since Le 
(3.3) and (3. 5) yield 
[Ur dus= [U* dus + ha f dei =f Utda’ + mk, 
= [Urda' + ki + mk, 


all the integrals being finite. 
By subtraction, this yields 


f (Us — Ut) da = ki — ky. 


Choose a point ae X at which both U are finite, and take 
ax =, ,, the Greenian measure on the level curve with équa- 


tion g(x, a) = 1/r defined by 
der = (2x) "og(x, @)/ov.ds. 
As a corollary of the Riesz Representation Theorem one may 
show that 
fUtde,,,>0 (r — 2). 
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It appears thus that k, = k,, and so 
US du, —u) = 0 


for all a, and this suffices to show that uy — py, = 0. 


Corottary. — The minimising measure in Theorem A is 
uniquely determined by K, « and m. 

As another application of Theorem A we may introduce the 
capacitary measure x of a compact K: if c(K) = 0, we define 
x =0; if c(K) >0, we apply Theorem A with «=0 and m=1 to 
derive a (unique) minimising measure p, and we define 
x = o(K).a. — Thus an’ all “cases” the “1 Re on K, 
U* <1 everywhere, U*=1 p.p.p. on K, and ||x||’ = e( ) = f du. 
In terms of this x, the above three theorems may je supple- 
mented by three more assertions : 

(a) If in Theorem B the hypothesis (i) ts dropped, the conclu- 
ston is that (44 —u ws a multiple of x. 

(b) Any minimising measure in Theorem A' differs from that 
in Theorem A by a multiple of x. 

(c) In place of (3.1) one may write 


(3.1')  k(a,m, K) = e(K)~'}m—f U*dat. 


§ 4. — Balayage. 


We shall need no more than the possibility of balayage onto 
compact or open subsets of X of measures having continuous 
potentials. The compact case is dealt with first, and this as 
a direct application of Theorem A. 


Tueorem C. — Let Kc X be compact, and let « be a positive 
measure with U* continuous. There exists precisely one positive 
measure a! = ax with the following properties : 

(B,) «’ is concentrated on K and ||a'|| << + 2; 

(Bs) US =U" pape on K: 

) fda = (Uda. 

This x! satisfies also 

(Bs) U* < U* everywhere. 


Petnemten nen 
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Proor. — If c(K) = 0, the only possible choice is a’ = 0. 
Otherwise, apply Theorem A with m taken equal to fu da 
and recall (3. 1’). Uniqueness is settled by Theorem B. 

Possession of Theorem C alone is sufficient to enable us to 
prove (S). However, the proof of completeness of the set 
of positive measures a finite energy has not been made inde- 
pendent of the concept of balayage onto an open set. The 
minimum requirements in this connection will now be given. 

Let Q be any non-empty open set in X, and let « be a posi- 
tive measure with a continuous Do Rates We shall define 
20, the result of balayage of « onto Q, by the requirement 
that U%o shall be the upper envelope of U%x as K ranges over 
all compact subsets of Q. This definition is justified by use 
of the Riesz Representation Theorem: any positive super- 
harmonic function which minorises a potential + 0 is 
itself a potential. Moreover using properties (B,) and (B,), 
together with elementary mean-value properties of super- 
harmonic functions, it is seen that 


Uta < Us everywhere, Uta = Us on Q. 

It is also clear that, for a fixed a, U%s is increasing with Q. 

The only other properties of the balayage process we shall 
need relate to regular points. If A is either compact or 
open, a point p of X is said to be regular (for the balayage 
onto A) if and only if 

U*(p) = Up) 

for all «. It is easily seen that the regular points necessarily 
belong to A, and that each interior point of A is regular. 
Local criteria for regularity of frontier points (Wiener) may 
be established, whence it appears that all frontier points are 
regular provided the frontier is sufficiently smooth. In this 
case, assuming still that U* is continuous, it follows that U%s will 
be continuous. 


§ 5. — Proof of (S). 


Let & denote the set of positive measures of finite energy, 
&(K) the subset of those concentrated on a given compact set 


Ke X. 
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The following proof of (S) is dependent on the possibility 
of balayage onto compact sets only. 

Let K be any compact with c(K) > 0: the emphasis is 
in fact on «arbitrarily large » K. We apply Theorem A’, 
denoting by «* any one minimising measure so obtained. 
According to (b) of § 3, &* =a’ + cx for some number c. 
We begin by verifying that: if 4e6, then a* =a’. For one 
may now write G*(v) = {|} — a||/?—|la||?, so that &«* minimises 
\|y — al] as vy ranges over 6(K). Since a e&(K), it follows that 


ila’ — af 21e" — cf. 


The right hand side here is [lé + cx —a||’, which can be 
verified to equal 
le’ —alf? + 2e(a’ —a, x) + cb 
Thus 
2e(a— a x) + cp <0. 
Now (B:) shows that («’—a,x)=0. Hence c'|lx|?<0 and 


so ¢ —0. Thu ar. 
It appears then that 


lly — af] > |la’ — al| for ye &(K). 
Thanks to (B,), [x —a||>>0. Hence 
_|y—al| >0 


if a,ve&(K) and U* is continuous. Replacing « by aa 
(a=a number > 0), this gives 


IPF —2a(e, v) + allal} > 0, 
and this is trivially true for a < 0. Accordingly 
(a, v)"< lel? «|||? 


Thus (S) is established for measures in 6(K) having continuous 
potentials, K being any sufficiently large compact set. Both 
restrictions are easily removed by approximating a general 
UF (ue &) by a monotone sequence of potentials Ut» which are 
continuous and generated by measures p, having compact 
supports. 


> 
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$6. —- Completeness of &. 


Having proved (S), we now know that the space 8 of 
mixed measures of finite energy is a pre-Hilbert space with 
the scalar product (x, v). The cornerstone of Cartan’s theroy 
is the theroem that & is complete, even though & is not gene- 
rally so. To prove the theorem in the present case, one may 
modify the arguments given by Cartan (see especially § 5 
of [2]). Of these arguments, all save perhaps one require 
only verbal changes. The miscreant is the assertion that 
the we &, for which UP ts continuous and has a compact support, 
are dense in &. Cartan’s proof of this depends on the fact 
the appropriate kernel function tends to zero nicely at 
infinity (loc. cit., passage preceding the converse of Proposi- 
tion 3). This is no longer true in general for the Green’s 
function of X. Nevertheless, the result remains true. The 
following proof uses the possibility of balayage onto non- 
relatively-compact open sets, and it would be desirable to 
have a more direct proof. 

Cartan’s Proposition 4 remains true, the proof being exactly 
the same. It will suffice to show that any p., e 61s the (strong) 
limit of & e& for which U? is continuous and has a compact 
support. Now, by Proposition 4 just cited, 4» is certainly 
the limit of » having compact supports and continuous poten- 
tials. Hence it will certainly suffice to show that if pe& 
and U# is continuous, then w is the limit of u,¢6 for which 
Ut» is continuous and has a compact support. For this, 
exhaust X by an increasing sequence of compact sets K, 
with smooth frontiers, and put 2, = X — K,. Let v, be the 
measure obtained by balayage of p onto Q,, pu, = pu — y. 
Then U“ is continuous (see end of § 4 above). Since UF = U” 
on Q,, Ut» has a compact support. It remains only to show 
that ||y,|| 0, i.e., in view of Cartan’s Proposition 4, that 
U»->+0. Now V=limU* is harmonic and positive on X, 


and it is clearly fnajoriséd by Ur. It follows that V = 0 
([6], Théorème 1 bis), and the proof is complete. 
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SUR LA TOTALITE 
DES SUITES D’EXPONENTIELLES IMAGINAIRES 


par Jean-Pierre KAHANE. 


Cet article rectifie un énoncé antérieur erroné ([1], p. 56-57, 
théorèmes 4 et 5), et infirme une hypothèse de M. Laurent 
Schwartz relative au «rayon de totalité » d’une suite d’expo- 
nentielles imaginaires ([2], p. 130). 

Étant donné une suite réelle {4,{, on note LfA,}, et on 
appelle moyenne-période associée à {A,}, ou diamètre de tota- 
lité de la suite {e%*{, la borne supérieure des longueurs des 
intervalles I tels que fe’"*! forme un système total dans C(I) 
(espace des fonctions continues sur I, muni de la topologie 
de la convergence uniforme); on peut (sans changer LfA,i) 
remplacer dans cette définition C(I) par d’autres espaces de 
fonctions définies sur I (p. ex. L’(I), D(I), D'(1), respective- 
ment espaces des fonctions de carré sommable, des fonctions 
indéfiniment dérivables, des distributions, à supports dans I, 
avec les topologies classiques). L{A,{ est également la 
borne inférieure des longueurs des intervalles I tels que 
few} soit un système libre dans C(I), et + Lfi,} est la borne 
inférieure des types des fonctions entiéres de type exponentiel, 
bornées sur l’axe réel, s’annulant sur fÀ,} et 560. 


L’hypothése de M. L. Schwartz est que, si {A,} (n= +: —2, 
—1, 1, 2, ...) est une suite symétrique (Ay = —A,) de 
densité D(D —lim) on a L{a,} = 2D. Or, nous allons 


montrer qu’on peut avoir D = 0 et L{A,} = ce. 
18 
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Construction d'une suite symétrique de densité nulle {i,}, telle 
telle que Se} forme un système total sur tout segment. 

Nous allons construire §A,{ de façon que les deux propo- 
sitions suivantes soient incompatibles : a) F(w) est une fonc- 
tion entière de type exponentiel, bornée sur l’axe réel, =£ 0. 
b) F(w) s’annule sur {A,}. Nous utiliserons le fait suivant, 
qui résulte facilement de la formule de Carleman (cf. p. ex. 


[3] p. 26): si F(w) satisfait a) 
(1) | “log |F(u) F(—w)| u-* du 


tend vers une limite finie quand R — o. 
Soit {u,} une suite positive croissante, }»v,{ une suite 
d’entiers naturels croissants (k = 1, 2, ...), tels que 


Vee Dl he) 


(ici comme dans la suite, la notation o est relative à la condi- 
tion k-> o). Nous prendrons pour {A,} la suite des + p,, 
où chaque + uv, est compté v, fois. Si F(w) satisfaisait a) et b), 
il en serait de même de l’une au moins des fonctions 
F(w) + F(— w) et w7'F(w); donc, moyennant un change- 
ment de fonction trivial, on peut supposer 


F)=T1(1—%)'T(1—%). 


Quel que soit k, on a 
(t+ L(+ 


(if) Fels af) 


et le second membre, pour B assez grand (indépendant de k), 
est inférieur à el"! (cf. p. ex. [4], p. 57). Ainsi 


log |F(ux + 4] < Blu + à] + pelog PRE TT. 
[hic 


1 
Posons b= > exp) = ol) (k—> co). Si 0 tt, 
on a À 
vlog EE = (og + o(1 ))< — 1(2B + o(1)) 
log |F (u. + t)| <—ps(B + 0(4)) | 
{ log |F (ux, + t)| (ue +t)” ‘di <—(q +ott)ep( À), 
0 € 


A cé: 2 
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La derniére inégalité montre que, par un choix convenable 
des €, (par exemple, ¢, = (log log k)~'), on a 


fe log” |F(u)| u* du = — oo. 


SJ we : 
D’après la condition a), log‘ |F(u)| est borné, done (1) tend 
vers — o quand R — o, et l’existence de F conduit à une 
contradiction. 
On peut choisir {u,} assez rapidement croissante pour que 
k 


{A,} soit de densité nulle, c’est-à-dire vy, = o(u); il suffit, 


1 
par exemple, de prendre u, = 2*. Alors {A,{ a pour densité 
zéro, et LfA,} = oo. 

La suite {À,} construite est une suite de points multiples. 
Quitte à remplacer + p,, compté y, fois, par v, points distincts 
assez voisins de +u,, on peut construire une suite {An} 
strictement croissante, de densité nulle, avec L{A,} = 0. 

L’exemple construit laisse sans réponse l'hypothèse de 
Schwartz, restreinte aux suites {A,} régulières (c’est-à-dire 
nei An > h > 0); en particulier, aux suites {An} d’entiers 
distincts. 

L’erreur commise en [1], p. 56-57, tient à une transcription 
incorrecte du théoréme 2, p. 96. 
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INTERPOLATION BY BOUNDED FUNCTIONS 


par W. HAYMAN. 


1. Let D be a domain in the plane or more generally a 
Riemann surface, which admits bounded analytic functions. 
In a recent lecture R. C. Buck raised the following problem. 
Do there exist infinite sequences z, in D, such that an arbi- 
trary bounded sequence », can be interpolated at z, by a 
function f (z) regular and bounded in D, and if so does every 
sequence z,, which approaches the boundary of D sufficiently 
rapidly have this property? Although the existence and uni- 
queness problem for fixed sequences w, and z, has been 
extensively treated by Pick, Schur, Grunsky, Carathéodory, 
Denjoy, Nevanlinna and others (‘), Buck’s questions does not 
seem answerable by the classical methods. 

We shall in this paper supply an affirmative answer to both 
problems in case D is the unit circle. A sequence z,,n=1, Dore 
will be called a universal interpolation sequence, (u.i.s.) if 


mit LÉ ES 
and given any complex sequence w, satisfying 
\w,|< 4, re 152 Ver 


we can find f(z) regular and bounded in |a| < 1 and such 


that 
f (Zn) ns (1. 1) 


(!) See e. g. R. Nevanlinna, Uber beschränkte analytische Funktionen, Annales 
Acad. Sci. Fenn. 32, nr: 7 (1929), for a good account of the problem. 


278 W. HAYMAN 
The conditions evidently imply that the z, are distinct and 

have no limit point in |z|< 1. We write 

Zm — Zn 

1 — 27,2, 


Tn, n 


We shall denote by C, C,, C,, ... positive constants independent 
of m, n not necessarily the same each time. The letter A 
will denote positive absolute constants and Ace) constants 
depending only on «. Our main result can now be stated as 
follows. 


Tueorem I. — A necessary condition for a sequence z, to 
be a u.t.s. is that 
gees HF A OT (1. 2) 
men 


A sufficient condition is that there exists <1 and CG > 0 so 
that 


I, (à) Fe Il EE Wo co n)*| be Cy all n. (1.3) 


We note that (1. 3) reduces to (1. 2) if we put À = 1. Thus 
the necessary and sufficient conditions are not too far apart. 
It seems quite possible that (1. 2) is in fact sufficient as well 
as necessary, but I have been unable to prove this. 

From Theorem 1 we shall be able to deduce 


Tueorem 2. — A sufficient condition for a sequence of distinct 
numbers z, in |z| < 1 to be a u.t.s. is that 


——.4{—|z 
fim Las <4, (4. 4) 
n> oo 1 —|z,| 

If z, is positive increasing, the condition is also necessary. 


2. Proor or THEOREM 1, NEcEsstry. — Suppose that z, 
is a u.1.s. and that (1. 2) is false. Then we can find an increa- 
sing sequence of integers n,, p = 1, 2, ..., such that 


IL, > 0, as po, (2. 1) 
Since {z,{ is a u.is. {z,} has no limit point in |z|< 1 and so 


nn 4, as m— for fixed n. 
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By choosing a subsequence of our sequence n, if necessary, 
we may therefore suppose in addition to (2.1) that, given 
M4, Nz, ..-, M13 N, 18 chosen so large that 
—(p—k) ia ; 
Pete exp Ed VER hee 1, 2. eo, pt: 
We deduce that 


Q, = | | Le Ry. ee exp ee Q S27” = 


p=! p=! 
pFk 2 pFk 


> exp| —252-"] = em (2. 2) 


Suppose then that our sequence n, satisfies (2. 1) and (2. 2). 
We choose w, so that 


Wa, = 1, pd; a ee 
= € if nn, for any p, 


and suppose that there exists f(z) regular in |z| < 1 and satis- 
fying (1. 1) and |f(z)|< M there. Let N be a positive integer 


and set 
N 
ES 


o(2) = f() [I 


n=A 


12-37 
Zi 


where the prime denotes a product over integers not belonging 
to the sequence n,. Then 9(z) is regular in |z| < 1 and 

lim |¢(2)|< M. 7 

[z|>1 
Thus the maximum modulus principle gives |o(z) < M in 
|z| << 1, and so 


N 


fa <MT ÉTÉ) 


it 


Setting z = z,, for a fixed k and making N — x we deduce 


= IT, 
=. MIT Tan, = M Q Es Mei: 
1 k 


This contradicts (2.1) and so proves the necessity part of 
Theorem 1. 


3. Proor. or Turorem 1, surricieNncy. — Let z, be a 
sequence of points in |z| << 1 satisfying (1.3), or more gene- 
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rally (1. 2) and suppose that we can find a sequence of func- 
tions f,(z) regular in |z| < 1 and satisfying 


Ifn(Z,)|>C’, al n (334) 
and 
J'ai al <1. (3. 2) 
We write 7 : 
8n(z) = fal2) Il enr ni 7e) 
ey 


Then the condition (1.2) implies that g,(z) is regular in 


2 < 1, 
2 4.) 0; m=Æ£n, 


and 
We now put 
z) = Bal?) 3.4 
h,(2) em (3. 4) 
Then we have for |z| € 1 
[8n(2)| — |fr(2)| 
mc) << Lit, 
and so by (3. 2) 
Dy lel << 1. (3. 5) 
Also by (3.3) and (3. 4) we have 


h,(z a) = 1, ha(Zm) = 0, nm. (3. 6) 


Thus if w, is any bounded sequence we set 


© fe) = 2m) 


It now follows from (3.6) that f(z) satisfies (1. 1) and from 
(3. 5) that f(z) is bounded in |z| < 1. 

In order to complete the proof or Theorem 1 it therefore 
remains only to construct the sequence f,(z) satisfying (3. 1) 
and (3. 2), given a sequence z, satisfying (1.3) and this we 
proceed to do. 
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3.1. In order to construct our sequence f,(z) we shall 


construct functions U,(z) positive and harmonic in |z| < 4 
and such that for some positive ¢ 
Uta) = HR oper 


max }{,U,(z), Ur) trs) 8x mony oll... à 
We then define f,(z) by the equation 
fla) =e 8, 
Then (3.7) shows that (3.1) holds. Also (3.8) shows that 
min §|fn(z)|, |fa(z)i} <exp(L—rnn) [1<1, men. 
For any z in |z| < 1 let 
2) = sup |fa(2)| = ful) 


say. Then if | 
exp — (4 —rw, FES <t(2), (3. 9) 


we have | 
fa(2)| < exp [— (run). (3. 10) 
Now if N = N(r) is the total number of indices n for which 
run <r it follows from (41. 3) that 


Ar FSC, 
and hence 


N(r) < C(14—r)™*. 
We choose r so that 
exp [—(1—r)*|=¢(z), (Ar) = log [1/t(z)|. 
Thus in this case 
N < Cflog [41/t(z)]}"*. (5, 14) 


We see that the number N of indices n for which (3. 9) is 
false satisfies (3. 11) for any z in [2|< 1. For all other values 
of n we have (3.10). Thus 


SIf(al< < Nez )+ Dep den) 1 


n£M 


< C4(z) flog [4/t(2)]}** + A) 


Ms: 


(4— ru, n) < C, 


Il 


n 
n 


LS 
= 
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in view of (1.3). This yields (3.2). Thus our problem of 
constructing the regular functions f,(z) is reduced to the 
construction of the positive harmonic functions U,(z) satis- 


fying (3. 7) and (3. 8). 


4. CONSTRUCTION OF THE FUNCTIONS U,(z). — For any 
pair of points z, z’ in the unit circle we set 


ra, 2) 


We shall need a number of lemmas. 


Lemma 1. — Given € >0 and p such that 0<9 < 1, j 
there exists u(z) harmonic and positive in |z| < 1 and such 


that u(e) = 1, 


1+ o |1—z|)'~* | 
| u(z) > sin (5 Demeril yea ee 
Choose 
es 1+. i" 
APRS Hautes oop t'ai 
‘and write pe | 
hee PU et et ea 
tare, ufr) Ton 
nero eee | ca Leslie. 


Then (gl es © and so 


it oz 4 2 veus “SVT = 


af elas ax > [do 3] = sin(F :) ate 
| Ex AE of n LES “2143 oH net 


Set + ah 


Le dis toate Sei ela 


xy | ae’ yee alt= 
\ Then we have eS Bee mae 
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We may suppose without loss in generality that Zo is the 
origin and that D is bisected by the positive real axis, since 
these results may be achieved by a conformal map of 2] el 
onto itself, which leaves r(z, &) invariant. It now follows 
that D is the domain given by 


1+-z 


th where ee We ae 
11 —z 


er 


We now set 


comm i). 


and note as in Lemma 1, that na 


. {a AUS Te ec Lr, 
o(2) Ssin( 5 :) LG) 


1—z 


for z in D, and this proves the Lemma. 
4.1. In order to make use of Lemmas 1 and 2 in our cons- 
truction we need some inequalities for, Kies 


Lemma 3. — Suppose that x, %, 23, % are points in |2| < 1 
and that 0<z<z<1. Suppose further that 


911 +3 1 +2, er 
1 ia eee 


ES 


j 
i. À 


— Bt 


an—t 


os, a. # ? eo EPA 
ab Wee Aie)iy 
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and 


1 4s ZL,— Z, 
(a %) = Te ako 


Also 


{—r(z,,. 2) = _ |Z + 


*—|Z,—Z,) _4R,R, cos 9, cos, 


VA + Zi IZ, +i2,/ 
Similarly 
4R,R, cos v, 
1—r(z, 2) CAE 
: 4R,R, 
Ges MR 
1 — REA 2) = a ra ° 


Now we have by hypothesis 2Ry < R < Ry, Re< Ra, and 
so 


FRC <|L +2, 
Ri <(R.+ R,)’, 
2+ RI <4 Ri 
Thus 
1—r(4, %) S 1 1—r(a, 2) = 4R,R,cos¢, Ri 
Arig 2) = PAS rz, 2)" 5 9 PR: ARR, 
FPE 4 
2 R,cos is 2 RR, cos ©, 4 RR, cos 9, 
ei eas FF R; 1817.47) 


1 L 
> 75 —7( Za)" | > 75 lL res TATE 


This proves the Lemma. 
4,2. The key result in our construction is 


Lemma 4. — Suppose that p, u(z) are defined as in Lemma 1, 


that 0 <2 <A, and e = 7 (1—2), further that 2 = p'el* where 
Ua 6p. ” Let 
2 EP | 


TRE @) = be 
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Then there exists (2), nt: and harmonic in \z| < 1, 'and 


such that »(z') = (1 — r)\ and 
u(z) + 9(z) > A(e)(4—r)-§, LR 
We distinguish two cases. Suppose first that 


| +7 4+ 
: ae SRE (41) 
3 where 
| (1—t) = (1—p) (An. (4. 2) 
| Let D be the set given by 

Pei, eae te wee TT 
1 Pate —t 


Then if z lies in D we have by Lemma 3, with %, 2, 25, 2 
replaced by z', t, z, 9 


1—r(z’, 0) 
dx i eee A(1—r)(1—#) 
hr 6). 2 BAS st TE) À areas bee. 
nds Geol a rt 


Hence by Lemma 2 we can construct a positive harmonic = a 
oo 9, (z) such that 9 (7) = 1, and for all zB inD- mi, 


Hau gad 
(2) > > A (e)(1 or aie he A(e)( shes rite à és aaa 


hat 
: 


Also « urtsid a} D we have by Lemma 4 and (4.2) | 


’ ls a zac gee re | 
as Sawa sys 


À ae Fes F ee : 


BO de 
La 
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while outside D (4.3) holds. Thus Lemma 4 is proved in 
this case. 

We next consider the case in which (4. 1) is false. Suppose 
first that 

1—p'<|¢i<e 
In this case 
RSS ee ER De [1 — pp'e ef — SE tesa Ji 
Er = 1—r(z’, p) M — poe 


= alt Aes ets 2h 

ie (4 — pp)" + 200’(1 — cos 9) ~ 3 | 
while : 
= | 


rp 


rt] = 1 Fp’ pp > 
( = 


1—z|  (14—¢')?+ 29’(1—cos¢) 9 
Since (4. 1) is false, we deduce 


a See ae ema A> [ites Wee", 
= ; t) (te py (1—p) 
[pl < A(1 — DT (1— DEL A(4: ie be LE 
and so, since A = 1 - Hehe $0, 


kI<AG Ja — 


7 pi 


This inequality thus holds in any case. if (4. 7 is us 
=, hus in this case | 
wh uen 


r= qi | Pe 
Oe) Se LT 75 sth (Sve 4) 9 rbiatue (4, 4) | 
Le. dk l'y PA 1 RK, is coe &, 

DRE tre + ex 


de Re ah 


phere 
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We have 
i—e 1 + [z/| i—e 
<() 
so that 


1 n/\i—e À i—¢ 1—p Bs 
> (1—p) (1—r) > A(1— 9’) ee | 


1+ 7 


Ar} = o(2) <c 


by (4. 4). Thus 
u(z) + #4) > A) APT (LP) + ES 


A0)" > AG *, 


again by (4. 4), so that Lemma 4 follows also in this case. 


5. COMPLETION OF PROOF OF THEOREM 1. — We can now 
construct our harmonic functions U,(z) to satisfy (3.7) and 
(3.8). Let z, = se" be the members of our sequence and 
suppose that 

Pn Pn+ 19 n = 1, 2, 
Set 
1+ Rp, 12 ze" a 


MAUR Le | PRE 


Then after a rotation of the unit cirele we can deduce from 
Lemma 4 that we can, for m < n, construct a function u,, ,(2), 
positive and harmonic in |z| < 1 and such that 


Um, ae) = (4 =; Tn, a 
and 


Um, n(2) + Va(z) >A(e)(L—rma) > A 


Set now 
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by (1.3). On the other hand if m < n and |z| <4 


max {U (2), U,(2)} > [Un(2) + U,(2)] 


>+ [en al2) + VE] > AQU rat (6. 2) 


If we write A(e)U,(z) instead of U,(z) in (5.1), (5.2) w 


obtain (3.7), (3.8) as required. This ne the proof of 
Theorem 1. 


6. Proor or THeorEeM 2. — We proceed to deduce Theorem 2 
from Theorem 1. We prove first the sufficiency part of Theo- 
rem 2. Suppose that z = pe, z = p’e’, where 0 < p’. Then 


t—r(z, 2) = =a SE ao 
(1 — pe) + 200" [1 — cos ( ü—0)] 
DU sp) sopping sta) 7, 
Thus also 


CT EL ee pile n Da pp (Ep + p)82(bean) 
1 r(z,2)<1 r(e, p)=1 L=spp 1. — pp’ < 1—> 3 


Suppose now that z, = p,e"" is the sequence of Theorem 2 
and that we have for n>n, 


4—|z,..J< K(4—|z,|) 
where K< 1. Then for n > m > nr we have 

4 — zn] < K~ FL — |zn) 
and hence for n > 1m, m> Mm 


1 —ry x < 2KI"—™. (6. 1) 
Similarly if n > rm, m< ny 
1— Pn, n< 2K"~™. (6. 2) 


Finally since r,, , 40, form<n<m, we have form<n<n 
4 


fe (4—r,. SC (6. 3) 


This inequality remains true for general distinct m, n. In 
fact if m< nm < n we have 


> Pr Pm Tbe ah 
Pirate D Prêne si 


Zn #2, 
1 — 7,2, 


Tn,n = 
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and if n > m>n,, we have 


Pat i > Pm +4 w em (1 Pn). — (4 Pm + 1) 
Paka 1 Pm +p wl Oe acid 
ge Te Pm 2 
Thus (6. 3) holds in all cases. 
Let now ¢, be the smallest positive integer, such that 2K® < Le 
Suppose first n<n,+t,. Then 2 


(+) = a) l= 1) 1 =u, 


m=i M L No + 2 m>n 2 
hs ne 0 > No + 2to 


say. Here I[]’>C by (6. 3) and by (6. 1), (6. 2) 


"> II [1a—aKy?]ecs = 


Thus in this case U,(+)>C Im 11 4) 
Similarly if n > ny + b 


u.(>)> IL 1A eens Be Lee 


M<nNny, |<|m—n|[<to |n—m|>to 
m>MNo 


Soc} TT (exo sc 
t=to+1 
and so (1. 3) holds again with = This completes the 
sufficiency part of Theorem 2. 

To prove necessity if the z, are all positive, suppose that 
they are arranged in order of magnitude. Then (1. 2) must be 
satisfied and it follows that 


eg eh Se OS Linie le toe, 


Pn, m +1 A» Es 
C+z 
ns 217 Cz,” 
4—C)(1—z, : 
(ru) < EE < (1 — 0)(1 — 50) 


Since this holds for all m, we have (1.4). This completes 
the proof of Theorem 2. 
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Since receiving the proofs of this paper, Prof. L. Carleson 
has kindly shown me the proofs of a very elegant paper of } 
his, to be published in the American J ournal of Mathematics, | 
in which he proves that the condition (1.2) is sufficient as 
well as necessary for z, to be a u.1s. However his proof is 
nonconstructive, so that the present paper, in which an 
interpolations series is actually constructed, may still have 
some interest. 
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